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ESONERO DI GEOMETRIA Per FISICI (Canale B)
{(Corso del Prof. R. MAZZOCCO)
Prova scritia del 17-11-2009

1. Spazio vettoriale numerico reale V=R4, Siano assegnati i sottospazi
vettoriali U=Span{(u,,u;,u3), essendo u;=(1,-1,0,1), u;=(1,1,1,0), uz=(0,2,1,-1} ¢
Wi X1 4+3%5-2%3=0, 3X;+X-2%3-2%X,=0.
{a) Determinare una base, la dimensione ed equazioni cartesiane d1 uU.
(b) Determinare una base e la dimensijone di W.
{c) Determinare una base e la dimensione di U+W.,
(d) Determinare una base e la dimensione di Unw,
(e} Determinare un sottospazio vettoriaie U’ supplementare di U entro

U+W,

Soluzione

(a) Risulta uz=uy-u;, quindi i vettori u;, U, U3 sono linearmente dpendenti,
Allora, essendo u; ¢ u; linearmente indipendenti in quanto non
proporzionali, si ha che i vettori u;, u; costituiscono un sistema massimale
di vettori linearmente indipendenti estratto dal sistema di generatori
fuy,uz,u3} di U e quindl una base di U che indichlamo con By, Essendo By
costituita da due vettori, si ha che dim(U)=2. Equazioni cartesiane di U
sono, per esemplo, X;+Xp-2x3=0, X;-X3-X4=0. Talli equazioni si ottengono
imponendo che abbila rango minore di tre la matrice che ha per colonne le
colonne delle componenti del vettorl uy, u; e del veitore generico
V=(X1,X2,X3,X4).
(b) Utilizzando il metodo di eliminazione di Gauss Jordan, si ha che il
sistema di equazioni lineari omogenee che rappresenta W € equivalente al
sistema a scala X+%-2X%3=0, -2X;+4%3-2%4=0, che da xi={;, X=24-1;, X3=ly,
x4=t;, essendo t; e t; parametri reall. Pertanto & W={(t,,2t;-t;,t;,t2) | 11, LER]E,
onde una base di W &, per esempio, By=(w;,w;), essendo w;=(0,2,1,0) e w=t;=
(1,-1,0,1) e quindi dim(W)=2.
(c) Un sistema di generatori di U+W &, per esemplo {uy,uy,wy,w,}. L'algoritmo
di Gauss Jordan applicato a tale sistema di generatori da la base Byw=
{uy,u;,wy), onde dim{U+W)=3.
(d) Equazioni cartesiane di UNW sono, per esempio, X;+Xz-2X3=0, X;-X3-X4=0,
Xy +X3-2%3=0, 3% +X-2%3-2%4=0. Utilizzando il metodo di eliminazione dl
Gauss Jordan, si ha che il sistema costituito da tali equazioni risulta
equivalente al sistema a scala x+%;-2X3=0, -X;+X3-X4=0, 2x3=0, che da x;=t,
X=-1, X3=0, x;=t, essendo t un parametro reale. Allora & UnW={{t,-t,0,0) | t€ER},
con base Byw costituita, per esempio, dal vettore wy=ty=(1,-1,0,1) ¢
dim{Unw)=1.
(e) Bssendo By,w=(u;,u;,w;)} una base di U+W che amplia la base By=(u,uz) di
U, si ha che U=Span{w,) ¢ un sottospazio vettoriale di U+W supplementare
di U entro U+W.,



2. Spazio vettoriale reale V di dimensione quatiro, Base By=(vy,v;,v3,Vy4). Sla
assegnato il sistema di equazioni lineari
X 4+x34%y=1, X+ (24K)x3+2%4=0, X +{ 1 +K) X +X3-%4=0,

essendo k un parametro reale,

(a) Discutere la compatibilita del sistema al variare di k.

{b} Determinare le soluzioni del sistema nei casi in cul esse esistano.

(¢) In corrispondenza di ogni valore del parametro K per cui ii sistema &
compatibile, detta Uy la sottovarieta lineare affine rappresentata dal
sistema, determinare un vettore u; appartenente a Uy ed il
sottospazio vettoriale Uy parallelo a Uy, indicandone una base e la
dimensione.

Soluzione

{a) Utilizzando il metodo di eliminazione di Gauss Jordan, si ha che il

sistema assegnato risulta equivalente, per esempio, al sistema lineare

Xp+x3+x%y=1, (1+K)x-2x4=-1, (1+K)x3+x4=-1, che & a scala e compatibile se ¢

k=-1 mentre non & a scala se & k=-1. Applicando ancora il metodo di

eliminazione di Gauss Jordan al sistema x;+X3+Xy4=1, -2x,=-1, x4=-1, si ha che,

in definitiva, il sistema assegnato, per k=-1, risulta equivalente al sistema a

scala non compatibile x+x3+x4=1, x4=-1, 0=-3. Pertanto il sistema ¢

compatibile se e soltanto se € k=-1 ed & incompatibile per k=-1.

(b) Sia k=-1. 11 sistema a scala compatibile x;+x3+x4=1, {(1+k)x;-2x4=-1,

(1+Kk)x3+x4=-1, equivalente a quello assegnato, da x;=(2+k}/{1+K)~(k/{1+Kk}}¢,

Xp=-1/(1+R)+{2/{1+k))t, x3=-1/(1+K)~(1/{14+K))1,, X4=t, essendo t un parametro

reale.

(c) Per k=-1 un vettore appartenente a Uy &, per esempio, uy=((2+k}/(1+k))v;-

(1/{1+K)v-(1/{1+k))va. Si ha U=t(-(k/(1+R)) v +{2/(1+k) ) va-

(1/(1+k))vs+v,) | t€R}, onde una base di Ug & costituita dal solo vetiore

W=~ (KALHK)) V(27 (14K) yva-(1/{14K) yva+vy e quindi dim(Uy=1.

essendo k un parametro reale,



ESONERO DI GEOMETRIA Per FISICI (Canale B)
(Corso del Prof. R. MAZZOCCQO)
Testi e soluzioni della prova seritta del 28-1-2010

I. Spazio euclideo ordinario E. RC(0;i,j,k). Siano assegnati i piani p1x-y+2z=0 ¢

p2:X-y+z+1=0, fa retta r;;x+y+2z=0, 2x+y+3z=0 ed i punti Py(1,0,1} ¢ P2(0,1,0).

(a) Determinare equazioni cartesiane della retta r passante per il punto Py, parallela al piano p;
¢ perpendicolare alla retta ry.

(b) Scrivere equazioni cartesiane della retta s passante per il punto P, e perpendicolare al
piano p;.

(c) Scrivere un’equazione cartesiana del fascio F di piani avente come asse la retta s.

(d) Detto p il piano generico del fascio F, studiare I'intersezione della retta r con il piano p al
variare di p in F.

(€) Determinare il versore u; normale al piano p; e orientato verso il basso.

Soluzione
(a) Equazioni in forma di rapporti uguali di una refta generica passante per Py sono
(x-1)/1 =y/m = (z-1)/n. Bssendo a=1, b=-1, ¢=2 coefficienti di giacitura di py, la condizione di
paralielismo con p; da I-m+2n=0. Essendo [;=1, m;=1, n;=-1 parametri direttori di r, la
condizione di perpendicolaritd con r; da Hm-n=0. I parametri direttori di r si ottengono allora
risolvendo il sistema lineare omogeneo F-m+2n=0, Hm-n=0. Una soluzione di tale sistema &,
per esempio, {L,m,n))=(-1,3,2) e quindi equazioni in forma di rapporti uguali di r sono
(x-1Y/(-1) = y/3 = (z-1)/2. Allora equazioni cartesiane di r sono, per esempio,
2x+z-3=0, 2y-3z+3=0.
(b) Essendo a=1, b=-1, ¢c=1 coefficienti di giacitura di ps, la relta s, passante per P; e
perpendicolare a pz, ha equazioni in forma di rapporti uguali x/I = (y-1)/(-1) = z/1. Allora
equazioni cartesiane di s sono, per esempio, x-z=0, y+z-1=0.
(¢) Un’equazione cartesiana del fascio F di piani avente come asse la refta s ¢, per esempio,
x-z+h(y+z-1)=0, ossia x-thy+(h-1)z-h=0, essendo h un parameiro reale.
(d) L’intersezione della retia r con il piano p generico del fascio F & rappresentata dal sistema
lineare quadrato 2x-+z-3=0, 2y-3z+3=0, x+hy+(h-1)z-h=0. Detta A la matrice incompleta
associata a tale sistema, risultando det(A)=10h-6 e quindi det(A) #0 per h#3/5,si ha che
P’intersezione & costituita da un punto per h#3/5. Risolvendo il sistema per h=3/5, si ha che
tale punto coincide costantemente con Py. Per h=3/5 il sistema diventa 2x-+z-3=0, 2y-32+3=0,
x+(3/5)y+(-2/5)z-3/5=0. In questo caso, fissando, per esempio I’attenzione sul minore
individuato dalle prime due righe e dalle prime due colonne di A, il cui determinante ¢ 420, si
ha che il rango di A & 2 e, usando il teorema di Kronecker, si ha inoltre che il rango della
matrice completa & uguale al rango della matrice incompleta, Allora il sistema ¢ compatibile
anche per h=3/5 e per tale valore di h esso risulta equivalente, per esempio, al sistema
costituito dalle prime due equazioni. Ma le prime due equazioni del sistema rappresentanc r e
quindi Pintersezione di r con p in questo caso coincide con Ia retta 1, ossia la retta r giace su p.
Resta da esaminare I’intersezione di r con il piano di equazione cartesiana y+z-1=0 che, pur
appartencndo al fascio F, non pud essere rappresentato con [’equazione cartesiana
x-z+h(y+z-1)=0. In questoc caso il sistema che rappresenta [Dintersezione ¢
2x+z-3=0, 2y-3z+3=0, y+z-1=0. Tale sistema, risultando det(A)=10, ammette un’unica
soluzione ¢ quindi I’intersezione & costituita da un solo punto. Si trova subito che il punto in
questione coincide con Py,



(¢) Essendo a=1, b=-1, ¢=2 coefficienti di giacitura di p, si ha che i versori normali a p; sono
(i-j+2k)/(V6). 11 versore richiesto, dovendo essere oriento verso il basso e quindi secondo le z
decrescenti, deve avere la terza coordinata 2/(+V6) negativa. Tale condizione implica che a
denominatore vada scelto il seno -. Allora il versore richiesto & = (-i+j-2k)/(V6).
2. Spazio vettoriale reale V di dimensione quattro. Base By=(v;,va,v3,v4). Sia assegnata la
funzione reale b :VxV->R, definita da
b(v,W)=X1¥1-X1Va-X2¥ 12Xy F2X3yatRayat ey +2XeYs,

essendo v=xviHXaVa s vatXava € WY vrEYavabyavatyava,
(a) Verificare che b ¢ un prodotto scalare,
(b)  Posto b(v,w)=<v,w>, scrivere ’espressione di <v,w> e lv]2 rispetto alla base By.
{c) Determinare gli angoli convessi formati dalle coppie di vettori della base By.
(d}  Determinare una base di V ortonormale rispetto al prodotto scalare <, >,
()  Determinare il vettore Sw(va), simmetrico del vettore v4 nella simmetria oitogonale

rispetto a W, essendo W=Span{v,,v,v3).

Soluzione
(a? Risulta b(v,w)=XAY, essendo tZ5(=(x[,){2,){3,,3)(42, A la matrice quadrata avente come righe
AN=(1,-1,0,0), AP=(-1,2,0,0), A®=(0,0,2,1), AD=(0,0,1,2) ¢ "Y=(y1,y2,y3.y4). Pertanto la
funzione reale b & una forma bilineare reale. Essendo A una matrice simmetrica, la forma
bilincare reale b & simmetrica. Risulta infine det(Aq,1)=1>0, det(Ap2)=D0, det(Ap3)=2>0,
det(Au.4)=3>0 e quindi, per il criterio di positivita di Hurewicz, la forma bilineare simmetrica
reale b ¢ definita positiva ossia & un prodotto scalare.

b) Risulta VWX Y X1 Y2 XoY 12Xy 2Ky HXaYa Xy H2xaya e
ﬁ 1% l 2=xf—2x ;X2+2X22+2 X32+2X3X4 -1-2?{42.
©) Si ha cosviva=ovi,val([vi | [va D12 = v =34,
cosv) 3=V, var/( vl | vsl =0=>v, " vi=n/2, cosv " v4=vy,va/( lvi | Fal =0=v ve=as2,

COsVy " V3=(Va,V3)/( l vy f l V3 l Y=0=>va va=n/2, COSV V4=V, Vp/( l Vs | Va l Fo=vr ve=n/2,
cosva Vv, v /{ lvsl | val =112 vilvg=nd3.

(d) Per ottenere una base ortonormale applichiamo il procedimento di ortogonalizzazione di
Gram-Schmidt alla base By e normalizziamo, Tale procedimento da la base ortogonale
(wi,wa,wa,wg), essendo  wWi=vy,  WaVa-((Va, WRAWEWIDIWI=Va-(CVa, VAV, v VISV g,
Wa=Va-((V3, W/OW ), W)Wy =((V3, Wl AW, Wa) YWo=

Va-(«Va, Vv, VIVIE-(Va, ViV (v, VYD ) (VYR Vs,

WA=V - (g, WDV W1 YW1 =((Va, W KW, W) JWar Ve, Wb (W3, W) YW=V ((V4, VDIV, VD)V -

(v, VitV /vty vty J(vitve)-((vg, vad/eva, vanva= -(1/2) vty

Essendo |w; 2:1, ’wzf2=1, iwj 2:2, ]\v4|2=3/2, si ha che i vettori uy=w, / 1w[l=v|,
Uy=wof f Wo l =vy+va, Us=ws/ ! W3 | =( 1/\/2)\/3 e ug=wa/ l Wy | =-(\(2f2\/3)V3+(42/‘\/3)V4
costituiscono una base ortonormale di V.

(e) 11 procedimento di ortogonalizzazione di  Gram-Schmidt & tale che
Span(v,va,va)=Span(wi,wz,w3). Ovviamente & anche Span(u,uz,us)=Span{w;,wz,ws3) e quindi
(ujuz,u3) & una base ortonormale di  W=Span(v),va,vs). Risulta allora
Swiva)=2Pw(va)-va=2(¢Va, U U H V4, U UV U U3)-V4=2(cVa, Y vibevg, viFvay(vitva) +

W, (VN2 (LN2)V3)-Va=v3-V4



ESAME DI GEOMETRIA Per FISICI (Canale B)
(Corso del Prof. R, MAZZOCCO)
Testi e soluzioni della prova scritta del 1-2-2010

1. Spazio euclideo ordinario . E. RC(O;i,j,k). Siano assegnati i punti
A(1,1,0) e C(1,0,1) e la retta rix+y-z+2=0, 2x-y-2z-1=0.

(a) Scrivere l’equazione cartesiana del piano p passante per i punti A
e C e per lorigine O.

(b) Determinare i punti B e D sul piano p in modo tale che ABCD sia
un rombo di area A=3!2,

(c) Scrivere equazioni parametriche della retta s passante per il punto
Py(1,1,1) e parallela alla retta r.

(d) Detto Eil punto generico della retta s, calcolare il volume V del
parallelepipedo individuato dai punti A,B,D,E.

(¢) Dire in che modo varia il volume V al variare di E su s,
giustificando geometricamente la risposta.

Soluzione
(a) L’equazione cartesiana del piano p, passante per i tre punti O, Ae C,
si ottiene annullando il determinante della matrice M avente come righe
M®=(x,y,z), M®=(1,1,0), M®=(1,0,1). Si ha subito p:x-y-z=0.
(b) I punti B e D appartengono all’asse r’, sul piano p, del segmento AC.
Tale asse pud essere ottenuto come intersezione del piano p con il
piano g passante per il punto medio M(1,1/2,1/2) di AC e
perpendicolare ad AC. Essendo (0,-1,1) le coordinate del vettore di
estremi A e C, risulta q:-(y-1/2)+(z-1/2)=0, ossia q:y-z=0. Allora
equazioni cartesiane di 1’ sono x-y-z=0, y-z=0. Da tali equazioni si
traggono immediatamente le equazioni parametriche x=2t", y=t', z=t’,
essendo t’ un parametro reale. Il punto P’ variabile su t” ha coordinate
cartesiane (2t’,t’,t"). La condizione sull’area si esprime imponendo che
sia uguale a 3" 'area del rombo individuato dai punti P,A ,C. Tenendo
conto che tale rombo & un parallelogramma, si ha che la sua area &
uguale a (3(1-2t")2)¥* ¢ quindi deve risultare (3(1-2t7)?)!2=312, ossia
3(1-2t")2=3, da cui si trac ;=0 e t,=1, Pertanto, a meno di uno scambio,
i punti richiesti sono B(0,0,0), ossia I’origine O, e D(2,1,1).
(¢) Parametri direttori di r sono l=1, m=0, n=1, quindi equazioni
parametriche della retta s, passante per il punto Pye parallela alla retta
¥, sono x=I+t, y=1, z=1+t, essendo { un parametro reale,
(d) Le coordinate del punto E, variabile sulla retta s, sono (1+t,1,1+t).
Allora, tenuto conto delle coordinate cartesiane dei punti A,B,D,E, si ha
che il volume V del parallelepipedo individuato dai punti ABDJE ¢



uguale al modulo del determinante della matrice N avente come righe
N=(-1,-1,0), N®=(1,0,1), N®=(t,0,1+t). Risulta subitoV=1.

(e) Il volume V & costante perché & uguale a 1 per ogni punto E variabile
su s. Tale risultato si giustifica osservando che, risultando la retta s
parallela al piano p, D’altezza del parallelepipedo relativa alla base

ABCD, contenuta nel piano p, non varia al variare del punto E su s.

2. Spazia vettoriale reale numerico V=R3. Sia assegnato 1’endomorfismo

F,; V-V, definito da B(v)=(-X;+(K+1)X3,-X;+X+KkX3,-X;+2X,-2X;),

essendo  v=(X,,X,,X1) e k un parametro reale.

(a) Determinare la matrice A, associata all’endomorfismo F rispetto
alla base canonica By=(eeses) di R? e scrivere equazioni
cartesiane di F, rispetto a tale base.

(b} Studiare I’endomorfismo F, al variare di k in R, determinandone
nucleo ed immagine con rispettive basi e dimensioni e precisando
per quali valori di k I’endomorfismo F, & un automorfismo.

(¢) Determinare il valore k, del parametro k per cui I’endomorfismo
F, ammette A=0 come autovalore,

(d) Indicato con F Pendomorfismo corrispondente a ko e con A la
matrice  associata, verificare che F ¢ diagonalizzabile e
determinare una base By'=(v,,vy,vs) di V costituita da autoveitori
rispetto ad F.

(e) Detta A’ la matrice associata ad F rispetto alla base By,
determinare una matrice invertibile C tale che A’=C-'AC.

Soluzione

(a) La matrice A,, associata all’edomorfismo F, rispetto alla base
canonica di V ha come righe Ag®=(-1,0,k+1), A P=(-1,1k) e
A,®=(-1,2,-2). Egquazioni cartesiane di L sono y=-x+(k+1)x;,
Yo=-X+X,+KkXs, ya=-X+2X-2X;.

(b) Equazioni cartesiane del nucleo Ker(Fy) sono -x;+(k+1)x5,=0,
~X +X3+kXa=0, -Xx,+2X,-2%x;=0. La matrice associata al sistema lineare
omogeneo quadrato che rappresenta Ker(Fy) ¢ A,. Essendo det{Ay)=k+1,
si ha che tale sistema per k#-1 ammette la soluzione banale come unica
soluzione e quindi & Ker(F,)={(0,0,0)}. Per k=-1, essendo non nullo, per
esempio, il determinante del minore di Ay individuato dalle prime due
righe e dalle prime due colonne, si ha che il rango di Ay & 2 e quindi il
sistema & equivalente, per esempio, al sistema -x,;=0, -X;+X,-x3=0. Allora
per k=-1 & Ker(F)={t(0,1,1) [ te R}. Dai risultati ottenuti si ha che, per
k#-1, Ker(F,) non ha basi e quindi la sua dimensione & 0; inoltre dal
teorema sulle  dimensioni si trae  che dim(Im(F))=dim(V)-
dim(Ker(F))=dim(V) e quindi & Im(F¢)=V ed una base di im(F,) ¢, per



esempio, la base canonica di V. Sempre per k#-1, essendo
Ker(F)={(0,0,0)} e¢ Im(F)=V, I'endomorfismo F, & iniettivo e surgettivo e
quindi ¢ un automorfismo. Veniamo adesso al caso k=-1.
Essendo Ker(Fk):{t(O,l,l)lteR}, una base di Ker(F,) & costituita dal solo
vettore (0,1,1) e dim(Ker(F))=1. Dal teorema sulle dimensioni risulta
allora dim(Im(F,))=3-1=2. Essendo i vettori aventi come colonne delle
componenti le colonne della matrice Ay un sistema di generatori di
Im{F,), si ha che una base di Im(F,) &, per esempio, quella costituita dai
vettori corrispondenti alle prime due colonne di Ay In questo caso
I’endomorfismo F, non & né iniettivo né surgettivo e quindi, in
particolare, non & un automorfismo.
(¢c) Ricordando che nell’equazione caratteristica di un endomorfismo il
termine noto & uguale al determinante della matrice associata
all’endomorfismo, si ha che il valore k, del parametro k per cui F
ammette A=0 come autovalore coincide con il valore di k per cui si
annulla tale determinante. Ma nel nostro caso & det(A)=k+1 e quindi si
ha ko=-1.
(d) L’equazione caratteristica di Fe& -A(Ai+1)?=0, onde gli autovalori di F
sono A;=-1, con molteplicitd algebrica a,=2, ¢ A,=0, con molteplicita
algebrica a,=1. L’autospazio V., associato allautovalore A,=-1, ha
equazioni cartesiane -X;+2X,-X3=0, -XpF2Xp-X;=0, ossia semplicemente
-X;+2%,-%;=0 e quindi ¢ V,i:{t[(2,1,0)+t2(~1,0,1)|tl,tzeR}. Allora una
base di V_, &, per esempio, quella costituita dagli autovettori v'=(2,1,0)
e v,’=(-1,0,1), onde & dim(V_)=2 e quindi la molteplicita geometrica di
A=-1 & g,=2. Osservato che risulta Vy=Ker(F)=Ker(F,), si ha che una
base di V, &, per esempio, quella costituita dal solo autovettore
vy'=(0,1,1) e risulta dim{Vg)=1, onde la molteplicita geometrica
dell’autovalore A,=0 & g,=1. Allora, essendo a;+a,=3=dim(V) e g,=a;
g,=a; si ha che I’endomorfismo F & diagonalizzabile. Una base di
autovettori di 'V & By'=(vy,vy,vs), essendo v/,vy,vy gli autovettori
appena determinati.
(e) La matrice associata ad Frispetto alla base di autovettori By ¢ la
matrice diagonale A’ avente come elementi sulla diagonale principale
~1, -1, 0. Una matrice invertiile C tale che A’=C'AC &, per esempio, la
matrice che ha come colonne le colonne delle componenti dei vettori
v, ,v,',Vy, ossia la matrice del cambiamento di base nel passaggio dallia
base cancnica di V alla base By’






ESAME DI GEOMETRIA Per FISICI (Canale B)
(Corso del Prof. R. MAZZOCCO)
Testi e soluzioni della prova scritta del 16-2-2010

1. Spazio euclideo ordinario. E. RC(O;i,j,k). Siano assegnati il piano
p:x-2y+z-1=0, il punto Py(0,0,1)ep e le rette r;:x=0, y+z=0 ed ry:x+y+z-
3=0, x-y=0.
(a) Scrivere equazioni cartesiane della retta passante per Py e
perpendicolare al piano p.
(b) Scrivere equazioni cartesiane del fascio F di rette, sul piano p,
avente come centro il punto Py.
(¢) Verificare che le rette r; ed 1, sono sghembe.
(d) Scrivere equazioni cartesiane della retta ¥ incidente e
perpendicolare alle rette 1, ed 1.
(e) Detta s la retta generica del fascio F,studiare la mutua posizione
delle rette r ed s al variare di s in F.
Soluzione
(a) La retta richiesta, dovendo essere perpendicolare al piano p, ha
parametri direttori proporzionali ai coefficienti di giacitura di p, quindi
sue equazioni in forma di rapporti uguali sono x/1 = y/(-2) =(z-1)/1 e
sue equazioni cartesiane sono x-z+1=0, y+2z-2=0.
(b) 1l fascio F di rette, su p, di centro P, pud essere ottenuto come
intersezione con il piano p del fascio di piani avente come asse la retta
di cui al punto (a). Un’equazione cartesiana di tale fascio di piani e, per
esempio, x-z+1+h(y+22-2)=0, essendo h un parametro reale. Allora
equazioni cartesiane del fascio F di rette sono x-z+l+h(y+2z-2)=0, x-
2y+z-1=0, ossia x+hy+(2h-1)z+1-2h=0, x-2y+z-1=0.
(c) Si verifica facilmente che, considerata la matrice del quarto ordine
A avente come righe A®M=(1,0,0,0), A®=(0,1,1,0), A®=(1,1,1,-3),
A®W=(1,-1,0,0), risulta det(A)=3 e quindi, essendo det(A)=0, le rette r,
ed r, sono sghembe.
(d) Iniziamo con l’osservare che le rette r; ed r, passano, per esempio,
rispettivamente per i punti P,(0,0,0)=0 e P,(1,1,1). Inoltre si ha subito
che (l,,m;,n)=(0,1,-1) sono parametri direttori della retta r, e
(1,,m,,n,)=(1,1,-2) sono parametri direttori della retta r,. Detti w; e W, i
vettori direttori, rispettivamente di r; e r,, aventi come coordinate tali
terne di parametri direttori, si ha che vn vettore direttore della retta r
incidente e perpendicolare alle rette r; e r, & W=w;AW,=-i-j-k onde
parametri direttori di r sono (-1,-1,-1). Allora, tenuto presente che la
retta r pud essere ottenuta come intersezione del piano p, passante per
P, ed avente come giacitura Span(w,,w) e del piano p, passante per P,
ed avente come giacitura Span(w,,w), risultando p,;:2x-y-z=0 e py:x-y=0
si ha che equazioni cartesiane di r sono 2x-y-z=0, x-y=0.



(¢) La matrice del quarto ordine A avente come righe A®M=(2,-1,-1,0}),
A®=(1,-1,0,0), A®=(1,h,2h-1,1-2h), A®=(1,-2,1,-1), costruita a partire
dalle equazioni cartesiane della retta r ¢ dalle equazioni cartesiane della
retta generica s del fascio F, ha determinante uguale a 3h. Pertanto le
rette r ed s sono sghembe per hz0 e incidenti per h=0. Per h=0
equazioni cartesiane di s sono x-z+1=0, x-2y+z-1=0. Laretta s ha allora
parametri  direttori  (1,m,n)=(1,1,1) e quindi tale retta, avendo
parametri  direttori opposti dei parametri direttori della retta r, e
parallela alla retta r. Osservato poi che il punto P; appartiene ad r ma
non ad s, si ha che r ed s non coincidono ¢ quindi sono rette parallele e
disgiunte. Resta da esaminare il caso in cui la retta s coincide con la
retta di equazioni cartesiane  y+2z-2=0, x-2y+z-1=0, che, pur
appartenendo al fascio F,non pud essere rappresentata dalle equazioni
cartesiane x-z+[+h(y+2z-2)=0, x-2y+z-1=0. La matrice del quarto
ordine costruita come sopra a partire dalle equazioni cartesiane di r ed
s in questo caso ha determinante uguale a 3 e quindi le rette r ed s sono
sghembe.

2. Piano_vettoriale_enclideo V, Base ortonormale B=(v,,v,) Sia assegnato

I’endomorfismo F:V—V, definito da F(v)=(X;-3%,)v,+(-3X,+X;)V,, essendo

V=X Vi+HXaVo,

(a) Verificare che I’endomorfismo F & simmetrico.

(b) Determinare una base ortonormale di V costituita da autovettori
rispetto ad F.

(c) Scrivere 1'espressione di b(v,w) rispetto alla base ortonormale B,
essendo £:VxV—oR la forma bilineare simmetrica reale associata
all’endomorfismo simmeirico F ¢ w=y v +V,V,.

(d) Scrivere la forma canonica metrica e la forma canonica affine
della forma bilineare simmetrica reale b, precisando le basi a cui
si fa riferimento.

(e) Scrivere la forma canonica affine della forma quadratica reale
associata a & e determinare, se esiste, una base di V costituita da
vettori isotropi rispetto a b.

Soluzione

(a) la matrice A associata all’endomorfismo F rispetto alla base B ha

come righe A®=(1,-3) e A®=(-3,1). Essendo A una matrice simmetrica e

B una base ortonormale si ha che 'endomorfismo F & simmetrico.

(b) L’equazione caratteristica di F & (1-1)%-9=0 e quindi gli autovalori di

Fsono A =4 e A,=-2. L’autospazio V., associato all’autovalore A=4, ha

equazioni carfesiane -3%,-3%,=0, -3x,-3%,=0 ¢ quindi risulta

V={t(vi-vo) }ir Risulta poi V.:13x;-3%,=0, -3x,4+3%x,=0 e quindi

V.={t(vi4+V) },.r- Una base ortonormale di V,& costituita, per esempio,

dal solo autovettore unitario v,'=(1/¥2)v,-(1/¥2)v, mentre una base



ortonormale di V., & costituita, per esempio, dal solo autovettore
unitario  vo'=(1/V2)v+(1/42)v,. Gli autovettori v," e v,’, essendo
associati ad autovalori distinti, sono ortogonali e quindi B'=(v,’,vy) &
una base del tipo richiesto.

(c) La matrice associata alla forma bilineare simmetrica reale b:VXV—-R,
rispetto alla base ortonormale B, coincide con la matrice simmetrica A
associata all’endomorfismo simmetrico F rispetto alla stessa base.
Pertanto risulta b{v,w)=x,y;-3X¥2-3X2¥ 1+X2¥2.

(d) Essendo B’=(vy,vy) una base ortonormale di V costituita da
autovettori rispetto ad F, si ha che rispetto a tale base la forma
bilineare simmetrica reale b, associata all’endomorfismo simmetrico F,
assume la seguente forma canonica metrica: b(v,w)=4x,"y,-2x;"y;’, dove
(x,",%,) e (y'y2") sono le coordinate rispettivamente di v e w nella base
B’. Considerata la base ortogonale B”=(v",v2"), essendo
v, = (12)v, = (17242)v - (17242) v, e vy '=(1N2)v'=(1/2) v +(112)v,, si
ha che rispetto a tale base la b assume la seguente forma canonica
affine: b(v,w)=x,"y,"-X,"y,”, dove (X,",x,"”") e (y,”y.”) sono le coordinate
rispettivamente di v e w nella base B”.

(¢) La forma canonica affine della forma quadratica veale q:VoR
associata a b & data da q(v)=(x,")?-(x,"")? essendo come sopra (x,",%27)
le coordinate di v rispetto alla base B”. I vettori isotropi rispetto a b si
ottengono ponendo q(v)=0. Pertanto l’equazione cartesiana dell’insieme
dei vettori isotropi & (x,”)%-(x,)?=0. Risolvendo fale equazione, si ha
che una coppia di vettori isotropi indipendenti & data, per esempio, da
wi(x,”=1,%,""=1) e wy(x,”=1,x,"=-1). Essendo 2 la dimensione di V, si ha

che tale coppia di vettori isotropi ¢ una base di V.






ESAME DI GEOMETRIA Per FISICI (Canale B)
(Corso del Prof. R. MAZZOCCO)
Testi e soluzioni della prova scritta del 5-7-2010

1. Spazio affine ordinario. RA(O;i,j,k). Siano assegnati i punti Po(1,0,1),

P,(2,h,0) ¢ P,(0,-2h-1,-2h), essendo h un parametro reale.

(a) Determinare il valore del parametro h in corrispondenza del
quale i punti Py, Py, P, risultino allineati.

(b) Scrivere cquazioni cartesiane della retta r generata dai (re punti
allineati Py, P, P, di cui al quesito (a).

(¢) Scrivere equazioni cartesiane della retta s passante per il punto
Qu(-1,1,-1) e complanare con le rette s,:y=0, z+2=0 ed s;:x+2=0,
y-2=0.

(d) Verificare che le rette r ed s sono complanari.

(e) Scrivere ’equazione cartesiana del piano p contenente le rette r
ed s.

Soluzione

(a) Le coordinate del vettore individuato dai punti Pge Pysono (1,h,-1)

mentre quelle del vettore individuato dai punti P, e P, sono

(-1,-2h-1,-2h-1). Il rango della matrice avente come colonne le colonne

delle coordinate di tali vettori & 2 per h>-1 e 1 per h=-1. Pertanto i

punti Py, P;, P, risultano allineati per h=-1.

(b) La retta r gencrata dai punti allineati P,(1,0,1), P,(2,-1,0) e

P,(0,1,2), di cui al quesito (a), essendo i punti Po(1,0,1), P,(2,-1,0)

distinti, pud essere ottenuta come retta passante per Py(1,0,1) e

Pi(2,-1,0). Si ha allora che equazioni in forma di rapporti uguali di r

sono

(x-1)/1=y/(-1)=(z-1)/(~1)

ed equazioni cartesiane di r sono, per esempio, x+z-2=0, y-z+1=0.

(c) La retta s pud essere oftenuta come intersezione del piano py,

appartenente al fascio F; di piani di asse la retta s, e passante per il

punto Q,, e del piano p,, appartenente al fascio F, di piani di asse la

retta s, e passante per il punto Q. Risulta F; :y+k,(z+2)=0. Il passaggio
per il punto Q, da I+k,(-1+2)=0, ossia k;=-1, e quindi risulia
piy-z-2=0. Si ha poi F, :x+2+k,(y-2)=0. Il passaggio per il punio Q, da

-1+2+k,(1-2)=0, ovvero k,=1, e quindi si ottiene p,:x+y=0., Si ha allora

s:y-z-2=0, x+y=0.

(d) Lerette r ed s hanno enframbe parametri direttori (1,-1,-1), onde

sono parallele e quindi complanari.

(e) Lerette parallele r ed s sono distinte perché, per esempio, il punto

Q, appartienc ad s ma non ad r. Allora il piano contenente r ed s puo

essere ottenuto come piano passante per Py ed avente come giacitura

W=Span(w,,w,), essendo w, un veitore direttore di r, per esempio



wi(1,-1,-1), e w, un vettore individuato da un punto appartenente ad r,
per esempio Py, e da un punto appartenente ad s, per esempio Q.
Risultando w,(-2,1,-2), si ha che I’equazione cartesiana del piano p pud
essere oftenuta uguagliando a 0 il determinante della matrice quadrata
avente come righe, rispettivamente, (x+1,y-1,z+1), (1,-1,-1) e (-2,1,-2).
Risulta allora p:3{(x+1)+4(y-1)-(z+1)=0, ossia p:3x+dy-z-2=0.

2. Spazio_vettoriale euclideo numerico_ V=R? Sia U=Span(u), essendo
u=(1,-1,-1,0), ed F:V-V I’endomorfismo di V che associa ad un vettore
v=(X,,X3,X3,X4) la sua proiezione ortogonale su U.
(a) Scrivere D’espressione di F(v).
(b) Verificare che ’endomorfismo F & simmetrico.
(¢) Determinare la matrice A associata ad F rispetio alla base
canonica B=(v,v,,v3,v,s) di RY e calcolare gli autovalori di F.
(d) Determinare una base ortonormale di V costituita da autovettori
rispetto ad F.
(¢) Determinare una matrice ortogonale C tale che 'CAC sia una
matrice ortogonale.
Soluzione
(a) Risulta F(¥)=(<v,u>/<u,u>)u=((x,-X,-x3)/3)(1,-1,-1,0).
(b) Per ogni coppia di vettori v=(x;,X2,X3,Xs) ¢ W=(¥1,¥2,¥3,Y4) risulia
<F(v),w>=<(<v,u>/<u,u>)u),w>=(<v,u>/<u,u>)<u,w> nonché  <v,F(w)>=
<v,(<w,u>/<u,u>)us=(<w,u>/<u,u>)<v,u>. Allora, essendo <w,u>=<u,w>,
si ha che <F(v),w>=<v,F(w)> ¢ quindi "endomorfismo F & simmetrico.
(c) Risulta F(v)=(1/3,-1/3,-1/3,0), F(vy)=(-1/3,1/3,1/3,0},
F(vs)=(-1/3,1/3,1/3,0), F(vy)=(0,0,0,0), onde la matrice A associata ad
F rispetto alla base canonica di RY ¢ la matrice avente come righe
AM=(1/3,-1/3,-1/3,0), A®=(-1/3,1/3,1/3,0), A®=(-1/3,1/3,1/3,0),
A®=(0,0,0,0). Notiamo che la matrice A ¢ simmetrica d’accordo col
fatio che [I’endomorfismo F & simmetrico ¢ la base canonica ¢
ortonormale  rispetto al prodotto  scalare standard. I.’equazione
caratteristica di F & det(A-AD)=0, ossia -A(-A*+A2)=0, ovvero A*(A-1)=0, e
quindi gli autovalori di Fsono A,;=0, con molteplicita algebrica a,=3, e
A,=1, con molteplicitd algebrica a,=1.
(d) L’autospazio V, associato all’autovalore A,=0, ha equazioni
cartesiane (1/3)x,-(1/3)x,-(1/3)x,=0, -(1/3)x,+(1/3)x,+(1/3}x3=0,
~(1/3)x,+(1/3)x,+(1/3)x,=0. 11 sistema che rappresenta V, ¢
equivalente all’equazione X;-X,-x;=0 ¢ quindi risulta Vﬂz{(t1+t2,t,,t2,t3)|
t,,ttse R}, Allora una base di V, ¢& costituita dagli autovettori
w;=(1,1,0,0), w,=(1,0,1,0), w;=(0,0,0,1). Applicando il procedimento di
ortogonalizzazione di Gram-Schmidt alla base (w,,wz,w3) di Vo, si ha la
base ortogonale di V, costituita dagli autovettori u=w,=(1,1,0,0),
Uy=Wo-{<W,,u>/<ug,u;>)u,=(1,0,1,0)-(1/2)(1,1,0,0)=(1/2,-1/2,1,0),



U= W (KW 3,0 >/<U, 1> iy - (KW, up> /<5, u,>)1,=(0,0,0,1).
Normalizzando i vettori u,, u,, us, si ha la base ortonormale di V,
costituita dagli autovettori unitari v,'=(1/42,1/42,0,0),
v, =(IN2/(2N3),-¥2/(23),¥2/43,0), v+'=(0,0,0,1).

Si ha poi V,:-(2/3)x,-(1/3)x,-(1/3)x;=0, -(1/3)x;-(2/3)x,+(1/3)x5=0,
-(1/3)x,+(1/3)x,-(2/3)x,=0, -x,~0 e quindi V.={(t,-t,-t,0)[teR}. Una
base ortonormale di V, & costituita dal solo autovettore unitario
va'=(143,-1/43,-1/¥3,0). Allora B’=(v{,vy,vy',vs’) & una base di V del
tipo richiesto. Una matrice ortogonale C tale che 'CAC sia una matrice
ortogonale &, per esempio, la matrice che ha come colonne le colonne
delle coordinate degli autovettori unitari v/, vo/, vy, v, rispetto alla
base canonica B, ossia la matrice che ha come righe
CM=(1/42,¥2/(2V3),0,1/43), C@=(1/42,-¥2/(243),0,-1/V3),
C®=(0,42/43,0,-1/4/3), C*=(0,0,1,0).






ESAME DI GEOMETRIA Per FISICI (Canale B)
(Corso del Prof. R. MAZZOCCQ)
Prova scritta del 6-9-2010

1. Spazio euclideo ordinario E;. RC(O;i,j,k). Siano assegnati i vettori
geometrici  w,=hi-j+k, w,=hi+j-hk, w;=(2h+1)i-2j+k, essendo h un
parametro teale.

(a) Determinare, se esiste, un valore del parametro h in
corrispondenza del quale i vettori geometrici wi, w,, W, risultino
linearmente dipendenti.

(b) Detto W il sottospazio veitoriale dello spazio vettoriale V dei
vettori geometrici, generato dai vettori geometrici wi, Wi, wi di
cui al quesito (a), verificare che W ¢ un piano vettoriale e scrivere
I’equazione cartesiana di W.

(¢) Scrivere P’equazione cartesiana del piano p passante per il punto
Py(-1,-1,2) ed avente come giacitura W.

(d) Decomporre il vettore geometrico v=2i+j+k nella somma di due
vettori geometrici v’ e v” rispettivamente normale e parallelo al
piano p.

(¢) Determinare gli angoli convessi che la retta s passante per il
punto P,, perpendicolare al piano p ed orientata verso il basso
forma con gli assi coordinati.

Soluzione

(a) La matrice quadrata che ha come colonne le colonne delle
coordinate dei vettori geometrici w;, w,, w; ha determinante -h-1 e
quindi  tali vettori risultano linearmente dipendenti per h=-1.
(b) Per h=-1, risultano linearmente indipendenti, per esempio, i vettori
geometrici w; e w,. Allora il sottospazio vettoriale W, generato dai
veltori geometrici wy, w,, w;, ammette come base i veltori geometrici
w, ¢ w, onde ha dimensione 2 ed & pertanto un piano vettoriale.
Sviluppando il determinante formale della matrice quadrata che ha
come prime colonne le colonne delle coordinate di wy e w, ¢ come
terza colonna la colonna delle incognite x, y ¢ 2, si ha che 1’equazione
cartesiana di W ¢&: x+tz=0.
(¢} L’cquazione cartesiana del piano p passante per il punto Py(-1,-1,2)
ed avente come giacitura W: x+tz=0 & x+1+z-2=0, ossia x+z-1=0.
(d) Un vettore geometrico generico normale al piano p ¢ p(itk),
essendo p un parametro reale. Un vettore geometrico generico
li+mj+nk risulta parallelo al piano p se risulta I+n=0. Le condizioni
richieste sul vettore geometrico v danno allora 2=p-+l, 1=m, l=p+tn,
l+n=0. Risolvendo il sistema nelle incognite p, 1, m ed n, si ha
immediatamente  p=3/2, I1=1/2, m=1, n=-1/2 e quindi i vettori
geometrici richiesti sono v'=(3/2)(i+k) e v"=(1/2)i+j-(1/2)k.



(e) Parametri direttori di una retta (non orientata) perpendicolare al
piano p: x+z-1=0 sono, per esempio, i coefficienti di giacitura (1,0,1) di
tale piano e quindi 1 suoi versori direttori sono (i+k)/£V2. Tenendo
presente che la la terza coordinata del versore direttore della retta s
deve essere negativa perché tale reita ¢ orientata verso il basso,
nell’ultima espressione va scelto il segno -. In definitiva il versore
direttore della retta orientata s & (i+k)/-V2. Allora i coseni degli angoli
convessi che la retta orientata s forma rispettivamente con l’asse X, con
’asse y e con I’asse z sono 1/-¥2, 0 e 1/-V2. Pertanto gli angoli convessi
che la retta orientata s forma rispettivamente con tali assi sono (3/4)=,

n/2 ¢ (3/H)r.

2. Piano euclideo ordinaric E,. RC(O;i,j). Sia assegnata 1’applicazione
f: E;"‘)Ez
di equazioni cartesiane
x'=(1/2)x+hy-1, y’=hx-(1/2)y-V3,

essendo h un parametro reale.

(a) Determinare i valori del parametro h in corrispondenza dei quali
I’applicazione f sia un’affinita di E,.

(b) Dire quali delle affinitd di cui al punto precedente sono isometrie
inverse di E,.

(¢) Dire quali delle isometric inverse di cui al punto (b) sono
riflessioni ossia simmetrie ortogonali rispetto ad un asse e
scrivere 1’equazione cartesiana di tale asse.

(d) Dire quali delle isometrie inverse di cui al punto (b) sono
glissoriflessioni.

(¢) Per ogni riflessione f di cui al punto (c), determinare I’equazione
cartesiana della retta 1’=f(r), essendo r [P’asse x.

Soluzione

(a) Le equazioni cartesiane di f sono del tipo X'=AX+B, essendo

X’'=(x",y"), A la matrice quadrata avente come righe A®=(1/2,h) ed

A®=(h,-1/2), X=xy) ¢ B=Y(-1,-V3). Pertanto Dapplicazione [ ¢

un’affinitd di E,se e soltanto se la matrice quadrata A ha determinante

non nullo. Allora, essendo det{(A)=-h2-1/4%0 VheR, si ha che f ¢

un’affinita Vhe R.

(b) Un’affinita f di T, di cui al punto (a), ¢ un’isometria di K, se e

soltanto se la matrice A ¢ ortogonale. La condizione di ortogonalitd per

la matrice A & espressa da 'AA=I, ossia, stante la simmetria della matrice

A, da A?=1. Tale condizione risulta soddisfatta se e soltanto se ¢

h?+1/4=1, ovvero se e soltanto sc ¢ h=+v3/2. Osserviamo che, essendo

det(A)=-1 per entrambi i valori di h appena ottenuti, in tutti e due i casi

[’isometria f & inversa.

(c) Per sapere per quali valori di h ’isometria inversa f, di cui al punto



(b) & una riflessione, ossia una simmetria ortogonale rispetto ad un
asse, verifichiamo per quali valori di h esistono punti fissi o uniti
(Teorema di Chasles). Per h=-V3/2, equazioni dei punti fissi di f sono:
x=(1/2)x-(¥3/2)y-1, y=-(¥3/2)x-(1/2)y-¥3, ossia  x+(V3)y+2=0,
(¥3)x+3y+243=0. Tale sistema ¢ equivalente alla sola equazione
x+(¥3)y+2=0 e quindi & compatibile, onde esistono punti fissi e di
conseguenza [’isometria inversa f & una simmetria ortogonale rispetto
ad un asse. L asse di simmetria, essendo il luogo dei punti fissi, ha
equazione cartesiana (¥3)x+3y+2V3=0. Per h=v3/2, equazioni dei punti
fissi di f sono x=(1/2)x+(¥3/2)y-1, y=(3/2)x-(1/2)y-¥3, ossia x-
(¥3)y+2=0, (¥3)x-3y-2v¥3=0. L’ultimo sistema ¢ incompatibile perché i
ranghi della matrice incompleta e della matrice completa sono diversi,
essendo uguali rispettivamente a 1 e a 2. AHora per h=vV3/2 non
esistono punti fissi e quindi l’isometria inversa f non ¢ una simmetria
ortogonale rispetto ad un asse.

(d) Ricordando che per il Teorema di Chasles un’isometria inversa priva
di punti fissi & una glissoriflessione, si ha che I’isometria inversa f
corrispondente al valore ¥3/2 del parametro h, essendo priva di punti
fissi (come verificato al punto precedente), & una glissoriflessione.

{¢) L’applicazione inversa di una riflessione coincide con la riflessione
stessa, quindi, essendo x’=(1/2)x-(¥3/2)y-1, y'=-(¥3/2)x-(1/2)y-3
equazioni cartesiane della riflessione f di cui al punto (c), equazioni
cartesiane di ' sono x=(1/2)x-(¥3/2)y’-1, y=-(N3/2)x'-(1/2)y’-V3. Ma
I’asse x ha equazione cartesiana y=0 e quindi la retta 1’=f(r) ha
equazione cartesiana -(¥3/2)x’-(1/2)y’-¥3=0. Torpando a indicare con x
¢ y le incognite, I’ultima equazione diventa -(¥3/2)x-(1/2)y-V3=0,
ovvero V3x+y+2v3=0.









