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1.1. Spazio vettoriale. V=M,(R) delle matrici quadrate reali del secondo
ordine. Sia assegnata la matrice quadrata M avente come elementi
m;;=1, m;,=1, m,;=1, m,,=1 e si indichino con X;;, X2, X21, X2 gli
elementi della matrice X variabile in V.
(a) Verificare che il sottoinsieme U={XeV|MX=XM} & un sottospazio
vettoriale di V.
(b) Determinare una base e la dimensione dei sottospazi vettoriali U e
W:ixy-X2=0, X13-x2=0. f
(¢) Determinare una base e la dimensione di U+W.
(d) Determinare una base ¢ la dimensione di UnW.
(e) Determinare un sottospazio vettoriale Z supplementare di UnW
entro V.
Soluzione
(a) Eseguiti i prodotti di matrici MX e XM, la condizione richiesta
affinché la matrice X appartenga ad U dd x,,-X5,=0, X,;-%5,=0. Allora le
equazioni X;-X,,=0, X,,-X5,=0 si possono interpretare come equazioni
cartesiane di U rispetto alla base canonica By=(E,,,E3,Eq,Eq) di V. Ma
tali equazioni sono lineari e omogenee e quindi U & un sottospazio
vettoriale di V.
(b) Il sistema di equazioni lineari omogenee che rappresenta U ¢ a scala
con incognite libere x,y, X,2. Posto Xx,;=t; X,5=t,, essendo t;, t, parametri
reali, si ha x,,=t; x;;=t,. Allora 1’insieme delle soluzioni del sistema ¢
So={(ts,tuts,t) | (t,,t;)e R}.  Considerate  le  matrici  linearmente
indipendenti A e B che si ottengono ponendo, rispettivamente,
(t;,t)=(1,0) ¢ (t;,t,)=(0,1) e quindi aventi come elementi a,;=0, a;,=1,
as=1, a»=0 ¢ b,=1, b;,=0, b;;=0, b,,=1, risulta U={t,A+t;B]|t,,,e R}.
Pertanto una base di U &, per esempio, By=(A,B), onde si ha dim(U)=2.
Procedendo per W come nel caso di U, si ha che [l’insieme delle
soluzioni del sistema di equazioni lineari omogenee, che rappresenta W,
¢ SQ={(t;,t2,t1,t2)](tk,tz)eR}. Allora, considerate le matrici linearmente
indipendenti C e D che si ottengono ponendo, rispettivamente,
(t;,t)=(1,0) e (t;,t,)=(0,1) e quindi aventi come elementi c;;=1, ¢;,=0,
cy=1, ¢;=0 e d;;=0, dy,=1, d,;=0, d,,=1, risulta U={t,C+t,D]t,t,e R}.
Pertanfo una base di W ¢, per esempio Byg=(C,D), onde risulia
dim(W)=2.
(¢) Un sistema di generatori di U+W ¢, per esempio {AB,CDj.
L’algoritmo di Gauss Jordan per Pestrazione di una base, applicato a
tale sistema di generatori, da la base By.w=(AB,C) di U+W, onde ¢
dim(U+W)=3,




{d) Equazioni cartesiane di UnW sono, per esempio, X;;-X;,=0, X,;-X»,=0,
X11-%170, X,2-%2,=0. Utilizzando il metodo di eliminazione di Gauss
Jordan, si ha che il sistema costituito da tali equazioni risulta
equivalente al sistema a scala X,,-X2,50, X;2-X5;70, -X,:t%5,,=0, che da
Xii=t, X;o=t, X5=f, X;=t, essendo t un parametro reale. FEssendo
S,={(t,t,t,)) [ te R} Vinsieme delle soluzioni del sistema, si ha che una
base By.w di UnW &, per esempio, quella costituita dalla mafrice avente
tutti gli elementi uguali ad 1, ossia da M, e quindi ¢ dim(UnW)=1.

(e) Le matrici M, E,i, Ei2,.E4;, Es costituiscono un sistema di generatori
di V. Applicando a tale S§istema di generatori [’algoritmo di Gauss
Jordan per 1’estrazione di una base, si ha che una base che completa la
base By,w=(M) di UnW in una base di V & quella costituita dalle matrici
M, E;, Ej, Ej;. Allora Z=Span(E,;,E\;,,E;) ¢ un sottospazio vettoriale
supplementare di UnW entro V.

1.2.  Spazio vettoriale reale V di_ dimensione guattro. Base

By=(v,,v;,v;,v,4). Sia assegnato il sistema di equazioni lineari

X-X3-x,7=k, 2% +(k-1)x,=2k, (k-D)x;+(k-1)x,+(1-k)x,=0,

essendo k un parametro reale.

{a) Determinare i valori del parametro k in corrispondenza dei quali
il sistema lineare di cui sopra si pud interpretare come sistema di
equazioni cartesiane, rispetto alla base By, di una sottovarieta
lineare affine U’(k) di V.

(b) In corrispondenza dei valori del parametro k, di cui al punto (a),
determinare un vettore ve(k)e U’(k) ed il sottospazio vettoriale
U(k) parallelo a U'(k).

(¢} Determinare una base ¢ la dimensione del sottospazio vettoriale
U(k).

(d) Determinare la dimensione deila softovarieta lineare affine U’(k).

Soluzione

(a) I valori del parametro k, in corrispondenza dei quali il sistema

rappresenta, rispetto alla base By, una sottovarietd lineare affine U’(k)

dello spazio vettoriale V, sono quelli per cui tale sistema risulti

compatibile. Utilizzando il metodo di eliminazione di Gauss Jordan, si
ha che il sistema assegnato risulta equivalente, per esempio, al sistema
lineare x,-x3-x4=k, 2x;+(k+1)x,=0, (k-1)(kt+1)x,=-k(k-1), che ¢ a scala.

Tale sistema ¢ compatibile se ¢ soltanto se ¢ k=-1.

(b) Sia k=-1. Osserviamo anzitutto che per k=1 il sistema a scala

compatibile x-x3-x,=k, 2x,+(k+1)x4=0, (k-1)(k+1)x,=-k(k-1) diventa

X-X3-X4=1, 2x;+2x,=0, 0=0. Risolviamo allora separatamente i due casi

k#1 e k=1. Iniziamo dal caso k#l. Il sisterna ha X, come unica incognita

libera. Poniamo x,=t, essendo t un parametro reale. Si ha subito

x,=k/(k+1), x,=-k/2, x,=k(k+3)/(2(k+1)). L’insieme delle soluzioni del




i

sistema g allora S()={k(k+3)/(2(k+1)),t,-k/2,k/(k+1) | te R 1=
=(k(k+3)/(2(k+1)).0,—k/2,k/(k+1))+{(0,’{,0,0,0)[teR}, onde ¢
Vo(k)=(k(k+3)/(2(k+ D))v,-(k/2)vs+(k/(k+1))vy ed Uk)={tv, [te R}.
Analizziamo ora il caso di k=1. Il sistema in questo caso risulta
equivalente al sistema a scala x;-x3-x4=1, 2x;+2x,=0 con incognite libere
X, € X, Posto x,=t;, e xX,=t,, si ha subito x,=-t,, x,=1, onde ¢
S(1)={(1,t,,-ts,t:) | t1,te R}=(1,0,0,0)+{(0,t,,-t,t) | t;,t,e R} ¢ quindi si ha
vo(1)=v, e U(L)={t;v, 1 t(-vstvy) [t te R}
(¢) Per k#-1,1 ¢ U(k)={tv,|te R} ¢ quindi una base di U(k).¢ quella
costituita dal  solo  vettore v, onde risulta dim(U(k))=1.
Per k=1, essendo U(i):{t1v2+t2(-y3+v4)lti,tzeR}, si ha che una base di
U(1) &, per esempio, guella costituita dai due vettori v, e —vytv,, onde ¢
dim(U(1))=2.
(d) La dimensione di una sottovarietd lineare affine per definizione ¢
uguale alla dimensione del sottospazio vettoriale ad essa parallelo.
Allora risulta dim(U"(k))=dim(U(k))=1, se kz-1,1, e
dim(U’(1))=dim(U(1))=2.
2.1. Spazio vettoriale V=M,/R) delle matrici gquadrate_ reali del secondo
ordine. Sia assegnata la matrice quadrata M avente come elementi
m,;=1, my,=-1, my=1, m,=1 e si indichino con X, X2, X21, X2z gli
elementi della matrice X variabile in V.
{a) Verificare che il sottoinsieme U={XeV|MX=XM} ¢ un sottospazio
vettoriale di V.
(b) Determinare una base e la dimensione dei sottospazi vettoriali U e
Wix1-X15=0, X5;-X2,=0.
(¢) Determinare una base ¢ la dimensione di U+W.
(d) Determinare una base e la dimensione di UnW.
(¢) Determinare un sottospazio vettoriale Z supplementare di UnW
entro V.
Soluzione
Procedendo come in 1.1, si ha: ‘
(a) U: x1;-%2,=0, X;,-%,,=0 e quindi U ¢ un sottospazio vettoriale di V;
(b) Bu=(A,B), essendo a, =0, a;,=1, a,,=1, a,,=0 e b; =1, b;;=0, by=0,
by=1; dim(U)=2. By=(C,D), essendo c¢;=1, ¢;,=1, ¢5,=0, ¢5,=0 e d,=0,
d;,=0,d,;,=1, dpn,=1; dim(W)=2.
(¢) By.w=(A,B,0), dim(U+W)=3;
(d) By,w costituita, per esempio, dalla sola matrice N avente tutti gh
glementi uguali ad 1; dim(UnW)=1;
(¢) Z=Span(E,,E5,Ex).

2.2. Spazio  vettoriale reale V. di dimensione quatfro. Base

By=(v,,v,,v3,vs). Sia assegnato il sistema di equazioni lineari




Xi-Xa-x4=k+1, 2x,+kx,=2(k+1}, (k+Dx-(k+1)x,+(k-1)xs=k+1,

essendo k un parametro reale.

(a) Determinare i valori del parametro % in corrispondenza dei quali
il sistema lineare di cui sopra si pud interpretare come sistema di
equazioni cartesiane di una sottovarietd lineare affine U’(k) di V.

(b) In corrispondenza dei valori del parametro k, di cui al punto (a),
determinare un vettore vy(k)e U’(k} ed il sottospazio vettoriale U(k)
parallelo a U’(k).

(¢) Determinare una base e la dimensione del sottospazio vettoriale
U(k). ™

(d) Determinare la dimensione della sottovarieta lineare affine U'(k).

Soluzione

Procedendo come in 1.2, si ha:

(a) 1l sistema rappresenta una sottovarieta lineare affine se e soltanto

se ¢ k#-2;

(b) per k#-2,0 un vettore appartenente a U’(k) ¢ per esempio,

vo(k)=((k+1)(k+4)/(2(k+2))) v H((k+1)/(k+2))vy-((k+1)/2)vy ed ¢

U(k)={tv,| te R}.

Per k=0, si ha, per esempio, vo(0)=v, ed ¢

U0)={tyvstty(-vytvy) [t,te R}.

(c) per k=-2,0 & U(k)={tv;|teR} ¢ quindi una base di U(k) & per

esempio, quella costifuita dal solo vettore v, onde risulta dim(U(k))=1.

Per k=0, essendo U(O):{t;V3+t2('V2+V4)[t],thR}, si ha che una base di

U(0) ¢, per esempio, quella costituita dai due vettori vye -vy+v, e quindi

¢ dim(U(0))=2.

(d) Risulta dim(U’(k)))=dim(U(k))=1 per k#-2,0 e

dim(U’(0)))=dim(U{0))=2.

3.1. Spazio vettoriale V=M,(R) delle mairici quadrate reali del secondo

ordine. Sia assegnata la matrice quadrata M avente come eclementi

my;=-1, my=-1, my;=-1, m,=-1 ¢ si indichino con X,;, X3, X», X gli

elementi della matrice X variabile in V.

(a) Verificare che il sottoinsieme U={XeV|MX=XM} & un sottospazio

vettoriale di V.
(b) Determinare una base e la dimensione dei sottospazi vettoriali U e
Wix 1 +%5,=0, X,+x5,=0,

(¢) Determinare una base ¢ la dimensione di U+W.

(d) Determinare una base ¢ la dimensione di UnW.

(¢) Determinare un sottospazio vettoriale Z supplementare di UnW

entro V.
Soluzione

Procedendo come in 1.1, si ha: )
(a) U: x;,-X3=0, X;,-%5;=0 e quindi U ¢ un sottospazio vettoriale di V;




(b) By=(A,B), essendo a, =0, a;,=1, a,;=1, a,,=0 e b; =1, b;,=0, bs=0,
byo=1; dim(U)=2. By=(C,D), essendo c,;=-1, ¢,,=0, c;;=1, ¢,»=0 e d; =0,
di,=-1,d,=0, dy,=1; dim{W)=2, :

(¢) Bu-w=(A,B,C), dim(U+W)=3;

(d) By.w costituita, per esempio, dalla sola matrice N, essendo n; =1,
ny;,=-1,n5,=-1, np=1; dim(UnW)=1;

(e) Z=Span(E,;,E2,E1).

3.2. Spazio vettoriale reale V di__dimengione guatiro. Base

By=(v,,v;,V;,V4). Sia assegnato il sistema di equazidoni lineari

Xi-Xy-X3=k-1, 2x,+(k-2)x;=2(k-1), (k-1)x<;+(k-3)x,+(1-k)x,=k-1,

essendo k un parametro reale.

(a) Determinare i valori del parametro k in corrispondenza dei quali
il sistema lineare di cui sopra si pud interpretare come sistema di
equazioni cartesiane di una sottovarietd lineare affine U’(k) di V.

(b) In corrispondenza dei valori del parametro k, di cui al punto (a),
determinare un vettore ve(k)e U’(k) ed il sottospazio vettoriale
U(k) parallelo a U’(k).

(¢} Determinare una base ¢ la dimensione del sottospazio vettoriale
Uk).

(d) Determinare la dimensione della sottovarietd lineare affine U’(k).

Soluzione

Procedendo come in 1.2, si ha:

(a) il sistema rappresenta una sottovarietd lineare affine se e soltanto

se ¢ kz0;

(b) per k#0,2 un vettore appartenente a U’(k) ¢, per esempio,

vo(X)=((k-1)(k+2)/(2k)) v +((1-k)/2) vyt ((k-1)/k) v, ed ¢
Uk)={tv,lte R}. :
Per k=2, si ha, per esempio, vo(2)=v, ed ¢

U2)={ty(-voT v3)+ivy | t,te RY.

(¢) per k20,2 ¢& U(k)z{tmlteR} e quindi una base di U(k) ¢, per
esempio, quella costituita dal solo vettore v, onde risulta dim(U(k))=1.
Per k=2, essendo U(2)x{t1(—v2+v3)+tzv4lt,,tzeR}, si ha che una base di
U(2) ¢, per esempio, quella costituita dai due vettori —v,+v;e v, onde
risulta dim(U(2))=2.
(d) Risulta dim (U (kK))=dim(U(k))=1 per k=0,2 e
dim{(U’(2)))=dim(U(2))=2.

ordine. Sia assegnata la matrice quadrata M avente come elementi
mH:—]., m12=1, mm:l, ngz-l ¢ si indichino con X11s X1y X9y, X722 gl]
elementi della matrice X variabile in V,




P el

(a) Verificare che il sottoinsieme U={XeV|MXxXM} ¢ un sottospazio
vettoriale di V. .
(b) Determinare una base ¢ la dimensione dei sottospazi vettoriali U e
Wix(1+x,=0, XH%,5,=0,
(¢) Determinare una base e la dimensione di U+W.
(d) Determinare una base e la dimensione di UnW,
(e) Determinare un sottospazio vettoriale Z supplementare di UnW
entro V.
. Soluzione
“Procedendo come in 1.1, si ha:
(@) U: x,-x22=0, X12-x2,=0 ¢ quindi U ¢ un sottospazio vettoriale di A%
(b) By=(A,B), essendo a,;=0, a;,=1, a,,=1, a,,=0 ¢ b, =1, b,=0, b;=0,
by,=1; dim(U)=2. Bw=(C,D), essendo c¢;,=-1, ¢;,=1, ¢3;=0, ¢5»p=0 ¢ d,,=0,
d;,=0,dy=-1, dp=1I; dim(W)=2.
(¢) Byww=(A,B,C), dim(U+W)=3;
(d) By.w costituita, per esempio, dalla sola matrice N, essendo n;;=1,
n=-1,n5;=-1, nyp=1; dim(UnW)=1;
(e} Z=Span(E,E2,E2).

42, Spazioc vetforiale reale V di dimensione  guattro.  Base

Byv=(vi,va,v3,vy). Sia assegnato il sistema di equazioni lineari

X3-X3-X4=k+2, X+x;H(k+2)x,=k+2, (k+Dx,+(k+1)x;-(k+1)x,=0,

essendo k un parametro reale.

(a) Determinare i valori del parametro k in corrispondenza dei quali
il sistema lineare di cui sopra si pud interpretare come sistema di
equazioni cartesiane di una sottovarietd lineare affine U’(k) di V.

(b) In corrispondenza dei valori del parametro k di cui al punto (a),
determinare un vettore vy(k)eU’(k) ed il sottospazio vettoriale
U(k) paralielo a U'(k).

(¢) Determinare una base e la dimensione del sottospazio vettoriale
U(k).

(d) Determinare la dimensione della sottovarietd lineare affine U’(k).

Soluzione

Procedendo come in 1.2, si ha:

(a) il sistema rappresenta una sotftovarictd lineare affine se e soltanto

se & k#-3;

(b) per k#-3,-1 un vettore appartenente a U’(k) ¢, per esempio,

vo(k)=((k+2)(k+5)/(2(k+3)))vo-((k+2)/2)vy+((k+2)/(k+3))vs ed ¢

Uk)={tv,| te R}.

Per k=-1, si ha, per esempio, vol-1)=v, ed e

U(-D={t,v,Ho(-vs+vy) | ), e R 1.

(c) per k#-3,-1 & U()={tv,lteR} e quindi una basc di U(k) & per

esempio, quella costituita dal solo vettore v, onde risulta dim{(U(k))=1.




et

Per k=-1, essendo U(—I)Z{t1v1+t2(~v3+v4)Itl,tzeR}, si ha che una base di
U(-1) ¢, per esempio, quella costituita dai due vettori v; e —vzytvy e
quindi ¢ dim(U(-1))=2.

(d) Risulta dim(U’(k))=dim(U(k))=1 per k#-3,-1 e
dim(U’(-1)))=dim(U(-1))=2.




ESONER9 ]jI GEOMETRIA Per FISICI (Canale B)
(Corso del Prof. R. MAZZOCCO)
Testi e soluzioni della prova scritta del 10-2-2011

1. Spazio euclideo ordinario E. RC(O;i,j,k). Siano assegnati il punto Pg(1,0,1) e le retie

r1:X-y-z=0, 2x+y+2=0, ra:x=1, y=t, z=-t, te R, 1":x=y=-2.

(a) Verificare che le rette ry ed rp sono complanari, precisandone la mutua posizione.

(b) Scrivere I’equazione cartesiana del piano p contenente le rette r; ed .

(c) Scrivere equazioni cartesiane della retta r passante per il punto Py, parallela al piano p €
perpendicolare alla retta 7, N

{d) Scrivere I’equazione cartesiana del piano generico q del fascio # di piani avente come asse
larettar.

(¢) Determinare i piani del fascio F che incontrano il piano p lungo una retta ¢ stoudiare la
mutua posizione delle rette ottenute.

Soluzione
(a) Si ha subito che parametri direttori della retta r sono 1;,=0, m;=-1, n;=1 mentre parametri
direttori della retta r; sone 1,=0, my=1, ny=-1. Essendo proporzionali le due terne di parametri
direttori (1;,my,,n;) e (lz,mp,n,) si ha che le rette r; ed r; sono parallele. Osservato poi che, per
esempio, il punto P1=0 appartiene ad r; ma non ad ry, le rette 1y ed r risultano parallele e
distinte ¢ quindi sono complanari.
{b) H piano p contenente 1; ed r; pud essere ottenuto come piano passante per il punto P;=0 ed
avente giacitira W=Span(w;,w»), essendo wi=j-k un vettore direttore delle rette r; ed 1y
¢ wp =i il vettorc associato ai punii P; ¢ P,, dove P»(1,0,0) ¢ un punto di rp. Pertanto
I’equazione cartesiana del piano p & —y-z=0, ossia y+z=0.
(¢) Equazioni in forma di rapporti uguali di una retta generica passante per il punto Py sono
(x-1A=y/m=(z-1)/n, essendo L,m,n parametri direttori. Essendo a=0, b=1, c=1I coefficienti di
giacitura del piano p, la condizione di parallelismo con p d& m+n=0. Essendo poi I'=1, m'=1,
n'=-1 parametri direttori della retta t*, la condizione di perpendicolaritd con 1 da I+m-n=0. |
parametri direttori di r si ottengono allora risolvendo il sistema lineare omogeneo
m+n=0, l+m-n=0. Una soluzione di tale sistema &, per esempio, (I,m,n))=(2,-1,1) e quindi
equazioni in forma di rapporti uguali di r sono (x-1)2=y/(-1)=(z-1)/1. Allora equazioni
cartesiane di r sono, per esempio, x-2z+1=0, y+z-1=0.
{d) L’equazione cartesiana del piano generico g del fascio F di piani avente come asse la retta
r, con esclusione del piano quy+z-1, &, per esempio, x-2z+1+h{y+z-1)=0, ossia
x+hy+(h-2)z+1-h=0, essendo h un parametro reale.
(e) L’intersezione qmp del piano ge (JA\{q2}) con il piano p & rappresentata dal sistema lineare
x+hy+(h-2)z+(1-h)=0, y+z=0. Tale sistema rappresenta una retta per ogni valore di h
risultando uguaie a 2 il rango della sua matrice dei coefficienti, L’intersezione qxp del piano
qz con il piano p ¢ rappresentata dal sistema lineare y+z-1=0, y+z=(0, manifestamente
incompatibile ¢ quindi gzMp non & una retta. Una terna di parametri direttori della retta qrp,
ge (FM @, 1), &, per esempio, (2,-1,1). Osservato che tale terna non dipende dal parametro h, si
ha che I'insieme di rette {qplqe (F\{q2})} del piano p costituisce un fascio (improprio) di
rette parallele di direzione W avente equazioni cartesiane x+hy+(h-2)z=0, y+z=0, ossia
x-22=0, y+z=0. :




2. Sia assegnata la matrice quadrata Ay avente come righe Ak(”m(—l,O,Z), Ak(2)=(k,k-1,2),

AP=(k,0,1), essendo k un parametro reale.

(a) Determinare il valore ko del parametro k in corrispondenza del quale la matrice Ag
ammette il numero 1 come autovalore.

(b) Detta A la matrice corrispondente al valore ko di cui al punto precedente, determinare gli
autovalori di A, precisandone le rispettive molteplicita algebriche.

(¢} Verificare che la matrice A & diagonalizzabile,

{d) Determinare una matrice quadrata non singolare C tale che la matrice CTAC sia

diagonale.
(e) Assegnata la matrice quadrata D avente come righe D“}—( 1,0,04, DP=(1,-1 Q)
D®=(0,1,1), dire se le matrici A e D sono o non sono simili, giustificando 1a risposta. ™~

Soluzione
() L’equazione caratteristica della matrice Ay ¢ det(Ar- Al=0, ossia
(-L-AMk-1-A)(1-A)-2k(k-1-A)=0.
Tale equazione ammette come soluzione A=-1 se e soltanto se risulta —2k?=0, ossia se e
soltanto se & k=0. Pertanto & kg=0.

(b) Ponendo k=ky nell’equazione caratteristica della matrice Ay si ha che 'equazione
caratteristica della matrice A & (1+A)*(1-A)=0. Pertanto gli autovalori di A sono A;=-1, con
molteplicitd algebrica a;=2, e A;=1, con molteplicita algebrica a)=1,

{c) Essendo 3 Pordine di A e risultando a;+ a=3, si ha che la matrice A & diagonalizzabile se
fa molteplicitd geometrica g; dell’autovalore A & uguale ad a; e la molteplicitd geometrica g2
dell’autovalore A, & uguale ad a,. Hssendo la molteplicita geometrica di un autovalore
maggiore o uguale ad 1 e minore o uguale alla molteplicith algebrica dello stesso autovalore,
si ha intanto che, dovendo essere 1<g:<a,=1, & gr=1=a,. Per sapere se la matrice A ¢ o non &
diagonalzzabile, ci resta da determinare g» e verificare se & o non & g;=a,. Sia V_; ’autospazio
associato all’autovalore A;=-1. Equazioni cartesiane di V_; sono 2x3=0, 2x3=0, 2x3=0, Risulta
allora V_;={t;(1,0,00+6(0,1,0lt;,t,e R}. Una base di V.; & costituita dagli aatovettori
vi'=(1,0,0}, vz’z(O_,l,O) e quindi risulta g/=dim(V.;)=2=q;. Pertanto la matric A ¢
diagonalizzabile;

(d) Per ottenere una matrice quadrata non singolare C tale che la matrice CTAC sia diagonale,
determiniamo una base di V=R’ costituita da autovettori rispetto alla matrice A. Nel quesito
precedente abbiamo gid determinato una base dell’autospazio V., determiniamo dunque una
base dell’autospazio V; associato all’autovalore A,=1. Si ha V1:-2x;42x3=0, -2x,+2x3=0, 0=0
e quindi Vi={t(1,1,1)lte R}, onde una base di V, & costituita dal solo autovettore v3'=(1,1,1),
Allora By'=( v{’,v2",v5") & una base di V=R? costituita da autovettori rispetto alla matrice A.
Una matrice C del tipo richiesto &, per esempio, la matrice del cambiamento di basi nel
passaggio dalla base canonica By=(ey,e,e3) alla base By'=(v(’,v2",v3).di di V=R’, Tale
matrice ha come righe C™M=(1,0,1), C?=(0,1,1), C*=(0,0,1),

() L’equazione caratteristica della matrice D coincide con quella della matrice A, quindi D ha

gli stessi autovalori di A con rispettive molteplicita algebriche. Una condizione necessaria

=




affinché due matrici quadrate dello stesso ordine siano simili & che esse siano entrambe
diagonalizzabili o entrambe non diagonalizzabili. Allora, avendo provato che la matrice A &
diagonalizzabile, dimostreremo che le matrici A ¢ D non sono simili facendo vedere che la
matrice D non & diagonalizzabile. L’autospazio E.; associato all’autovalore Ay=-1 della
matrice D ha equazioni cartesiane 0=0, x;=0, x+2x3=0 ¢ quindi ¢ E.;={t(0,-2,D)ite R}, Una
base dell’autospazio Fq & costituita dal solo autovettore wi=(0,-2,1), onde & dim(E.)=1 e
quindi la molteplicitd geometrica deli’autovalore A;=-1 della matrice A non & uguale alla

rispettiva molteplicita algebl,‘;ic\a. Pertanto la matrice D non & diagonalizzabile.




ESAME DI GEOMETRIA Per FISICI (Canale B)
(Corso del Prof, R. MAZZOCCO)
Testi e Soluzioni della Prova Scritta del 16-2-2011

1. Spazio euclideo ordinario . RC(O;i,j,k). Siano assegnati i punti Po(1+h,-1,1), P1(-1,1-h,-1)

e P2(3,-3,3+h), essendo h un parametro reale.

{(a) Determinare il valore del parametro h in corrispondenza del guale i punti Py, Py e P2
risultano allineati e scrivere equazioni cartesiane della retta r generata da tali punti.

(b)  Scrivere equazioni cartesiane della retta ' passante per il punto Py’(0,1,0) e
perpendicolare al piano p:x-y=0.

(©) Supposto di aver orientato la retta r verso il basso e la retta 1’ secondo le y decrescenti,
determinare il coseno dell’angolo convesso rt” formato dalle due rette

(d) Dopo aver verificato che le rette r ed 1” sono sghembe, determinare equazioni
cartesiane della retta s incidente ¢ perpendicolare alle rette r ed 1”.

(e) Determinare le coordinate cartesiane dei punti N ed N’ ottenuti, rispettivamente,
intersecando 1a retta s con la retta r e con la retta i’ ¢ dedurne la distanza d(r,r") delle

dueretteredr’.

Seluzione
(a) I punti Py, P; e P; risultano allineati se i vettori geometrici rappresentati dai segmenti
orientati PyP; ¢ PyP» sono lincarmente dipendenti. Tali vettori hanno coordinate,
rispettivamente, (-2-h,2-h,-2) e (2-h,-2,2+h). Si trova facilmente che tali vettori sono
linearmente dipendenti per h=0 e quindi i punti Py, P; ¢ P; risultano allineati per h=0. Per h=0
si ha Po(1,-1,1), Py(-1,1,-1) e P2(3,-3,3). Essendo Py#Py, la retta r generata dai punti allineati
Py, Py e Py pud essere ottenuta come retta passante per Py e Py. Equazioni, in forma di rapposti
uguali, della retta r sono allora (x-1)/(-2)=(y+1)/2=(z-1)/(-2) e quindi equazioni caitesiane
della retta r sono x-z=0, y+z=0.
{b) La retta generica passante per il punto Py ha equazioni, in forma di rapporti uguali,
x/I'=(y-1)/m’=z/r’, dove i denominatori hanno il significato di parametri direttori della retta.
Essendo (a,b,c)=(1,-1,0) i coefficienti di giacitura del piano p, la condizione di
perpendicolaritd tra 1’ e p dd (I',m",n")=(1,-1,0), Equazioni in forma di rapporti uguali di 1/
sono allora x/1=(y-1)/(-1)=2/0 e quindi equazioni cartesiane di r’. sono x+y-1=0, z=0,
(c) Essendo (1,-1,1) parametri direttori della retta r, si ha che i due versori della retta r sono
( i-j+k)/(i‘\/3). La condizione sulla retta r di essere orientata verso il basso, ossia secondo le z
decrescenti, implica che sia negativa la terza coordinata del versore ¢ quindi a denominatore
va scelto il segno -. Risulta allora Versxt(i—j+k)/(—\/3)=(—i+j—k)/(\/3). Analogamente, essendo
(1,-1,0) parametri direttori della setta 1, e quindi (i—j)/(i*Jz) i due versori della retta ',
imponendo che la retta 1’ sia orientata secondo le y decrescenti si ha che deve essere negativa
la seconda coordinata del versore. Cid implica che a denominatore va scelto il segno +, onde &
versr’:(i-j)/(x@). Risulta in definitiva cos r'r’=versrxverst’=-2/Y6, dove con X si indica, come
di consueto, il prodotto scalare ordinario dello spazio dei vettori geometrici.
(d) La matrice quadrata A del quarto ordine associata alle equazioni delle due retie r ed 1/,
ossia che ha come righe A"=(1,0,-1,0), AP=(0,1,1,0), A®=(1,1,0,-1), A®=(0,0,1,0), ha
determinante uguale a -4#0 ¢ quindi le rette r ed 1’ sono sghembe. Essendo w(l,-1,1) e
w'(1,-1,0) vettori direttori rispettivamente di r ed 1, si ha che un vettore direttore della retta s &




dato waw'=i+j, La retta s pud essere ottenuta come intersezione del piano q passante per il

punio Py ed avente come giacitura W=Span(w,wAw") e del piano q" passante per il punto Py’

ed avente come giacitura W'=Span(w’,wAw’), Si trova facilmente che & q::x-y-2z=0e q"iz=0¢

quindi equazioni cartesiane di s sono, per esempio, x-y-2z=0, z=0.

(€) Essendo x=1+t, y=-1-t, z=1+t, te R, equazioni parametriche di r, andando a sostituire tali

equazioni parametriche nelle equazioni cartesiane di s si ha che il punto N si ottiene per t=-1.

Si ha allora N(0,0,0), ossia N=0. Procedendo in modo analogo per N, si ha che, essendo x=t’,

y=I-t", z=0, t'eR, equazioni parametriche di 1, risulta N(1/2,1/2,0). Si ha infine

d(r,r)=d(N,N")=(1/4+1/4) *=112,

2. Spazio vettoriale reale V di dimensione guattro dotato di prodotio scalare <, >. Base

ortonormale By={u;,uz,us,u4)., Siano assegnati i vettori vi=n;-uy, vo=u;-Uu3, vi=ly, ve=uy ed il

sottospazio vettoriale U; X;-x3+xX3=0, X;+x2-X3=0, x=0.

(a) Verificare che i vettori v;,v2,v3,v4 costituiscono una base di V e dire se essa ¢ o non &
ortogonale rispetto al prodotto scalare <, >, giustificando la risposta.

(b) Determinare una base By'=(uy,m’ua’,wy) di V, ortonormale rispetto al prodotto
scalare < , >, ottenuta applicando il procedimento di ortogonalizzazione di Gram-Schrnidt

alla base {(vy,v2,v3,v4) .
(c) Determinare la matrice non singolare del cambiamento di basi nel passaggio dalla base By

alla base By’ ¢ dire di che tipo ¢ tale matrice, giustificando la risposta.

(d) Determinare equazioni cartesiane ed una base del sottospazio vettoriale W=U,

(e) Determinare il vettore Sw(v) simmetrico del vettore v(1,1,1,1) nella simmetria ortogonale
rispetto a W,

Soluzione
(a) La matrice che ha come colonne le colonne delle coordinate dei vettori vi,vz,v3,vy ha
determinante uguale a 10, quindi tali vettori sono linearmente dipendenti e, siccome il loro
numero uguaglia la dimensione di V, si ha che essi costituiscono una base di V; Risuita

ave=120, v, vep=-120, «q,ve=0, o, v=0, <o, vp=0, <3, vp=0 ¢ quindi la base
{v1,v2,v3,V4) non ¢ ortogonale.

(b) Applicando il procedimento di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt alla base (vq,v2,v3,v4)
si ha la base ortogonale (w,wo,w3,Wa), essendo wi=,vi=t1-Uy, Wa=va-(<V,Wp/iw, W W =Va-
(v, v/ vy, v vi=-{1/2)v +vy, © Wa=Va-(ava, WS |, W )Wy -(«Va, Ward <wo, Wao YWo=
V3=(¢Va, v/ vy, v )vi-(eva,-(1/2)v v /< (12)v 1+va,-(172)v i+ v W((1/2)v 1 +va)=
(2/3W1H(1/3)vatva, WamVe(Va, Wplaw, W)W, -(<Va, W/ cWa, Was JWo- (<Va, W3/ cW3,W3> ) W3= V.
Essendo pot lwi =2, |wl%=32, lwsl®=153, |wsl%:1, si ha che i vettori
ur=wi /wy | SN2V, wl=wal | wa | = (V212N i+(2A3) v,

U3 =waf 1 W3 | =(2\[3/3)V;-(\/3/3)\’2-{-(\,3)\/3 e u=wy | wel=vy costituiscono una base
ortonormale By’ di V del tipo richiesto.

(¢) Andando a sostituire le espressioni vi=u;-uy, vy=uj-ua, vs=up, v4=u4 in uy’, uy" ,us’, uy’, si ha
u =N u-(1A2)us, uy’=(N2/2N3)u+(2/(2V3))ua- (V2N 3)us,

uy=(V3 3w +(V3/Du+(V3/3)us, uy'=uy. Allora la matrice del cambiamento di basi nel

passaggio dalla base By alla base By” & la matrice C avente come righe
CO=(1N2N2/(243),143,0), CP=(-1N2,82/(233),1N3,0), CP=(0,-V23,1/¥3,0),
C“”:(0,0,0,l), Tale matrice & ortogonale perché le basi By e By’ sono entrambe ortonormali.




(e) L’insieme delle soluzioni del sistema lineare omogeneo che rappresenta U ¢
So={t(0,1,1,0) I te R} e quindi risulta U={t(ux+us) 1 te R}, onde U & una retta vettoriale € una
base di U & costituita dal solo vettore u=ua+us, Allora W=U".2 I'iperpiano vettoriale
ortogonale al vettore u e quindi ha equazione cartesiana X,+x3=0. Una base di W ¢&, per
esempio, quella costituita dai vettori wy'=uy, wa'=-U+u3, wi'=uy.

Altra soluzione. I vettori v| =uy-up+us, v2'=uy+uz-ua, va'=uy, ortogonali rispettivamente agli

iperpiani rappresentati dalla prima, dalla seconda e dalla terza equazione cartesiana che

costituiscono il sistema lineare omogeneo che rappresenta.l, sono un sistema di generatori di
W=U", Si verifica facilmente che tali vettori sono linearmenté indipendenti e quindi essi
formano una base di W=U". Usando tale base si perviene poi alla suddetta equazione
cartesiana di W=U".

(e) Essendo W un iperpiano vettoriale ed u una base di U=W™". si ha
Syw{v)=v-2Py(v)=v-2(¢v, 1/ a1, Ju=1 Fup+ U+~ 2( <0 Hap+us, ot us/ dip+us, U+ Yp+aa )=

U+ ity 2 (U3 )=t -Uz-Us+ ks,




ESAME DI GEOMETRIA Per FISICI (Canale B)
{Corso del Prof, R, MAZZOCCO)
Testi e Soluzioni della Prova Scritta del 2-3-2011

1.1 Spazio euclideo numerico E¥. Riferimento cartesiano canonico RC(O:e1,e2,e3,4). Siano

assegnati 1 punti Po=(kk,-k.0), Pi=(1+k,-kk,-1), P»=(1,0,0,-14k) e [iperpiano

h:x-X5-X3+X4-3=0, essendo k un parametro reale.

(a) Determinare I'nsieme dei valori del parametro k in corrispondenza dei quali i punti Pg, Py
e P, risultano indipendenti.

(b) Per ogni valore di k, di cui al punto precedente, scrivere equazioni cartesiane del piano py
generato dai punti Py, Py e Pa.

(c) Scrivere equazioni parametriche ¢ cartesiane della retta r passante per il punto
Qe=(1,0,0,1) e perpendicolare all’iperpiano h.

(d) Studiare la mutua posizione del piano py e della retta v al variare di k nell’insieme dei
valori determinato nel quesito (a).

(e) Determinare equazioni cartesiane della retta 1" passante per 'origine O, incidente ¢
perpendicolare alla retta r, Determinare inoltre il punto N in cui s’intersecano le rette r ¢d

1’ e dedurne Ia distanza d(O,r) di O dalla retta r.

Soluzione :
{a) I punti Py, P; ¢ P, risultano indipendenti se e soltanto se i vettori P1-Pp ¢ P>-Pp sono
linearmente indipendenti. Essendo Py-Po=(1,-2k,2k,-1) e Pp-Po=(1-k,-k.k,-14k), si ha che i
punti Py, P, e P, risultano indipendenti se¢ e soltanto se la matrice Ag, che ha come colonne le
colonne delle coordinate dei vettori P;-Py ¢ Po-Py, ha rango 2, ovvero se e soltanto se
ke (R\{0,1/2}).
(b) Per ke (R\{0,1/2}), si ha che, considerata Ia matrice ottenuta aggiungendo ad Ay la colonna
'(xi-k,xp-k,xa+k,x4) ed imponendo a tale matrice di avere rango minore di 3, equazioni
cartesianc di pg sono, per esempio, Xo+x3=0, x;+x4-k=0.
(c) Dovendo essere rih ed essendo (ay,a2a3,a4)=(1,-1,-1,1)} coefficienti di giacitura
dell’iperpiano h, si ha che parametri direttori della retta r sono, per esempio,
(11,15,13,19)=(1,-1,-1,1). Allora, dovendo la retta r passare per il punto Qp, equazioni in forma di
rapporti uguali della retta r sono, per esempio, (Xi-1}1=x/(-1)=xa/(-1)=(x4-1)/1. Da tali
equazioni si traggono immediatamente le seguenti equazioni parametriche: x;=1+t, xo=-,
X3=-1, X4=1+t, te R ¢ le seguenti equazioni cartesiane: X;+X2-1=0 x+x3-1=0, x;-x4=0.
{d) Detto P il punto generico della retta r, essendo P=(1+t,-t,-t,1+t), andando a sostituire le
coordinate di P nelle equazioni cartesiane del piano py, si ha il sistema —t-t=0, 14t+1+t-k=0
nell’incognita t, che risulta manifestamente incompatibile per ke (R\{0,1/2}). Pertanto per
ke (R\[0,1/2}). risulta pxr=@, ossia piano e retta sono disgiunti, onde, in particolare, piano e
retta non sono incidenti. Equazioni della giacitura del piano py sono: xo+x3=0, x;+x4=0. Tali
equazioni non sono soddisfatte dai parametri direttori della retta r onde la giacitura del piano
px non contiene la direzione della retta r e quindi piano e retta non sono paralleli. In definitiva,
per ke (R\{0,1/2}), piano e retta, non essendo né incidenti né paralleli, sono sghembi.
(e) La retta generica passante per I’origine 0=(0,0,0,0) ed incidente la retta r pud essere
ottenuta come retta passante per i due punti distinti O e Per e quindi ha equazioni, in forma di
rapporti  uguali, x/(1+0=x/(-)=xs/(-t)=x4/(1+t). Tale vretta ha parametri direttori
(1" 1 )=(1+t,-t,-t,1+t). -La condizione di perpendicolarita con la retta r da
1+t+t+t+14t=0, ossia t=-1/2. Pertanto equazioni, in forma di rapporti uguali, della retta 1’ sono




s =
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xi/(12)=xo/(UD=xsl(U2)=x/(172)  ed & N=(I/2,1/2,1/2,1/2).  Risulta infine
d(O.1)=d(O,N)=(1/4+ 1 /4+1/4+1/4) =1,

1.2. Spazio vettoriale euclideo V dei vettori geometrici. Base ortonormale By={u,,uz,u3). Sia
assegnata la forma bilineare non simmetrica reale b:VXV—R, tale che
b(v,W)=x1y1 X1 y2+4x1y3-3X0y 1 FXay2-2X2Y3-2X3Y 1+XaY3,

essendo v=Xju+HXols+Xalls, W=y U +yous+yalls.

(a) Determinare la forma quadratica reale q:V—R associata a b.

(b) Determinare la forma bilineare simmetrica reale ‘b:VXV—R, polare della forma
quadratica reale q. .

(c) Determinare una base ortonormale opl%rtuna rispetto alla quale P’espressione di *b(v,w)
sia canonica metrica e scrivere tale espressione.

(d) Determinare gli indici di positivitd, di negativita e di nullita di °b ¢ dedurne il tipo di °b.

(e) Determinare I’espressione canonica metrica di q e dedurne se esistono o non esistono basi
di V costituite da vettori isotropi rispetto a °b.

Soluzione
(8) Risulta q(v)=(x,)*-2X 1 X242X 1 X3+ (X2) - 2X0X 3+(X3)?,
{(b) La forma bilineare simmetrica reale *b:VxXV—R, polare della forma quadratica g, ¢ tale
che '
(v, W)=X}¥1-X1 Y2 X1 Y3-XaY 1+ X2Y2- XY +HX3Y1-Xa Yo HXaYa.
(c) La matrice associata alla forma bilineare simmetrica reale °b, rispetto alla base ortonormale
By, & la matrice simmetrica A avente come righe AV=(1,-1,1), A®=(-1,1,-1), A®P=(1,-1,1),
Sia F:V—V Pendomorfismo simmetrico associato a b, ossia tale che *b{v,w)=F(v)xw, dove
con X si indica il prodotto scalare ordinario. Tale endomorfismo ha come matrice associata,
rispeito alla base ortonormale By, la matrice A. L'equazione caratteristica di F & allora
det(A-AD=0, ossia -A*(A-3)=0, quindi autovalori di F sono A;=3, con molteplicita algebrica
a;=1, e A,=0, con molteplicita algebrica a,=2. L’autospazio V3, associato all’autovalore A;=3,
ha equazioni cartesiane —2x;-Xp+x3=0, -X1-2X>-X3=0, X1-X2-2x3=0, ovvero
X +2X2+x3=0, X3-X2-2x3=0. Si trova immediatamente che I’insieme delle soluzioni dell’unltimo
sistema & So={t(1,nl,l)1teR}e quindi risulta Vi={t(u;-ur+us) I te R}. Si ha allora che una
base ortonormale di V3 & costituita dall’antovettore unitario v1=(INB)u;—(1/\’3)112+(N3)U3.
Analogamente si ottiene facilmente che I’autospazio Vy associato all’autovalore A;=0,
coincide con il sottospazio vettoriale {ty(u w4+t (-uy+us) l t,toeR}. Una base di Vy
& costituita dagli autovettori vo=u;+uy, va=-U;+U3. Osservato che (v2,v3) non & una base
ortogonale di Vjp, applichiamo a tale base il procedimento di ortogonalizzazione di Gram-
Schmidt. Si ha allora che una base ortogonale di Vg & quella costituita dagli autovettori

Wo=Ve=113-Hy, W3=V3—(V3XW]/W1XW1)W[=—
s L2 +Hue)=-(1/2)u+(1/2)up+us.  Normalizzando i vettori wo e ws, si ha
112’=W2/ ] W2 l 2(1/’\’2)111+(1/\’2)U2, ,u3’=W3/l W3 f =-

(V2/(2N3)u+(V2/(2N3))u+(V2/A3)us. Gli autovettori unitari uy’, uy” costituiscono una base
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ortonormate di V. Dalla teoria & noto che autovettori associati ad autovalori distinti sono
ortogonali e quindi, posto u V=vi=(LA (LA 3+ 3)us, si ottiene che By'=(u’,uy’,u3") @
una base ortonormale di V. Si ha in definitiva che By’ & una base ortonormale costituita da
autovettori di F. Risnita

oy Y=Fluy xuy =A(ug Xy =k (uy Xy )=3,

Sb(uz’,u2 )=Flug Xun =Aa (112 )Xy =An (1 Xu, )=0,

*b(us”,uz")=F(ua yxus"=Ax(us")xus’=ka(u3u3")=0,

*bw 1y )=F(uy Yxuy'=k (0, xuy=A (u, X0 )=0, 2<j<3, N

*blug’,us")=F(ur X0y =Aa(uy Y xus'=Aa(02 Xu;3")=0

e quindi st ha 3
blv,w)=3x1"v",

essendo (x;",x2,x3") e (y1,y2’,ys") le coordinate, rispettivamente, di v ¢ w rispetto aila base
ortonormale Bvy’, L’espressione appena ottenuta di *b(v,w) & I’espressione canonica metrica
richiesta e By’ & unaa base ortonormale rispetto alla quale espressione di *b(v,w) & canonica
metrica.
(d) Dall’espressione canonica mefrica di *b(v,w) si trae immediatamente che gli indici di
positivitd, di negativith ¢ di nullitd di °b sono rispettivamente 1, 0 e 2. Di conseguenza °b & una
forma bilineare simmetrica reale semidefinita positiva;
(e) [’espressione canonica metrica della forma quadtatica reale q ¢ data da q(v):S(xl’)z. Da
tale espressione si trac che 1’equazione cartesiana, rispetto alla base ortonormale By', del
sottoinsieme dei vettori isotropi, rispetto alla forma bilineare simmetrica reale °b, & 3(x{)*=0,
ovvero x;’=0. Siccome quest’ultima equazione rappresenta un piano vettoriale di V, nessuna
térna di vettori di tale piano pud essere una base di V. Pertanto non esistono in V basi

costitaite da vettori isotropi rispetto a *b.

2.1. Spazio euclideo numerico E’ Riferimento cartesiano canonico RC(O;eq,e2,63,4). Siano

assegnati i punti Po=(-k,-k,k,0), Pi=(1-kk,-k,-1), P,=(1,0,0,-1-k) e Viperpiano

h:xy-Xo-X3+x4-1=0, essendo k un parametro reale.

(a) Determinare 1’nsicme dei valori del parametro k in corrispondenza dei quali i punti Py, Py
e P, risultano indipendenti.

(b) Per ogni valore di k, di cui al punto precedente, scrivere equazioni cartesiane del piano py
generato dai punti Py, Py e P,

(c) Scrivere equazioni parametriche ¢ cartesiane della retta r passante per il punto
Qu=(0,1,1,0) e perpendicolare all’iperpiano h.

(d) Studiare 1a mutua posizione del piano py e della retta r al variare di k nell’insieme dei
valori determinato nel quesito (a).

(e) Determinare equazioni cartesiane della retta 1’ passante per il punto Py'=(2,2,2,2),
incidente e perpendicolare alla retta r. Determinare inoltre il punto N in cui s’intersecano
le rette r ed ¥ e dedurne la distanza d(Pg’,t) del punto Py’ dalla retta r.

Soluzione




(a) Procedendo come al punto (a) dell’esercizio 1.1, si ha che i punti risultano indipendenti
per ogni ke (R\{0,-1/2}).

(b) Proseguendo come nel quesito (b) dell’esercizio 1.1, si ha puxp+x3=0, xi+xy+k=0.
(c) Proseguendo come nel quesito  {c) dell’esercizio 1.1, si ha
X/ 1=(x2-1D/(- )= (x3-1)/(-1)=x4/1. Da tali equazioni si traggono immediatamente le seguenti
equazioni parametriche di 11 X;=t, Xo=1-t, x3=1-t, x4=t, te R e le seguenti equazioni cartesiane:

X1+x0-1=0, X1+x3-1=0, - Xq-%4=0.
{d) Ragionando come nel quesito (d) dell’esercizio 1.1, si ha che il piano py e la retta r sono
sghembi per ogni ke (R\0,-1/2]).

{d) Proseguendo come nel quesito (e) dell’esercizio 1.1, si che equazioni, in forma di rapporti

uguali, della retta 1"'\50110_ (X 1=2)(-3/2)=(X0-2M(-3/2)=(x3-2)/(-3/2)=(x4-2)(-3/2) ed ¢
N=(1/2,1/2,1/2,1/2). Risulta infine d(Py’,r)=d(Py’,N)=(9/4+9/4+9/4+9/4)1?=3,

2.2. Spazio vettoriale euclideo V dei vettori geometrici. Base ortonormale By={u;,up,us). Sia
assegnata la forma bilineare non simmetrica reale b:VXV—R, tale che
b(v,W)=x1¥1+2X1 Y2 +3X1 y3-4Xay1+Xaya-XaYa-X3Y1-X3y2 +X3Y3,

essendo v=xXiu+Xotlr+Xalls, W=y u+Hyalp+yals,

(a) Determinare la forma quadratica reale ¢:V-—R associata a b.

(b) Determinare la forma bilineare simmetrica reale *b:VXV—R, polare della forma
quadratica reale q.

(c) Determinare una base ortonormale opportuna rispetto alla quale I'espressione di.  *b(v,w)
sia canonica metrica e scrivere tale espressione.

(d) Determinare gli indici di positivitd, di negativita e di nullita di *b e dedurne il tipo di °b.

(&) Determinare I’espressione canonica metrica di q(v) ¢ dedurne se esistono 0 non esistono
basi di V costituite da vettori isotropi rispetto a °b.

Soluzione

Vedere la soluzione dell’esercizio 1.2,




ESAME DI GEOMETRIA Per FESICI (Canale B)
{Corso del Prof. R. MAZZOCCQO)
Testi e Soluzioni della Prova Scritta del 18-7-2011

1. Spazio euclideo ordinario. RC(Os1,j,k). Siano assegnati il punto Pg(1,-1,1), il piano

p:x+y+z=0, la retta rix+y-z=0, x+2y=0 e la retta s:ix=14t, y=1, z=1-1, tUR.

(a) Determinare la retta r” passante per il punto Py, parailela al piano p e complanare con la
rettar.

(b) Determinare il valore del parametro reale h in corrispondenza del quale i punti Qp(0,h,0),
Qi(1,h+1,-1), Qz(1,3h,3h), Q5(-1,h+1,3) risultano complanari. ~

(c) Determinare il piano q generato dai punti Qg, 1, Q2, Qs in corrispondenza del valore del
parametro reale h di cui al punto precedente.

(d) Scrivere equazioni cartesiane del fascio F di rette ottenuto intersecando con il piano q il
fascio di piani avente come asse la rettar”.

(e) Determinare la retta s” appartenete al fascio F e perpendicolare alla reita s.

Soluzione
(a) Risulta r’=p;Nps, essendo p; il piano passante per il punto Py e parallelo al piano p e p; il
piano passante per il punto Py e contenente la refta r, Imponendo al piano generico parallelo al
piano p il passaggio per il punto Py, si ha subito p;:x+y+z-1=0. 1l piano p, pud essere ottenuto
imponendo al piano generico del fascio di piani di asse la retta r il passaggio per il punto Py.
Un’equazione cartesiana di tale fascio di piani & x+y-z+h(x+2y)=0. 1l passaggio per il punto
Py da h=-1 e guindi & py:y+z=0, Equazioni cartesiane di r” sono allora x+y+z-1=0, y+z=0,
ossia x-1=0, y+z=0.
(b) I punti Qp, Qi, Q» Qs risultano complanari se e soltanto se i vettori geometrici
rappresentati dai segmenti orientati QoQr, QuQ2 e QoQs, risultano linearmente dipendenti.
Essendo (1,1,-1), (1,2h,3h) e (-1,1,3) le coordinate di tali vettori, si ha che essi risultano
linearmente dipendenti se e soltanto se la matrice A avente come righe AP=(1,1,-1),
AP=(1.2h,1) e A®=(-1,3h,3) ha rango minore di 3, ossia se e soltanto se risulta det(A) 0. Ma
& det{A)=-2h-4, onde i punti Qyp, Qi, Q2, Qs risultano complanari se e soltanto & h=-2
(c) Dalla matrice A, scritta pel h=-2, si trae per esempio che 1 punti Qq, Qi, Qz non sono
allineati, quindi il piano q puo essere ottenufo come piano 3;))assante per tali punti Detta B la
matrice avente come righe BM=(x, y+2,2), Bm—*(l 1,-1) e B9=(1,-4,-6), I equazione cartesiana
di q puo essere ottenuta ponendo det(B)=0. Risulta allora q:2x-y+z-2=0.
(d) 1 fascio di piani avente come asse la retta r” ha come equazione cartesiana, per esempio,
x-1+h"(y+2)=0. 1l fascio di rette F ha allora equazioni cartesiane x-1+h"(y+z)=0, 2x-y4z-2=0,
ovvero x+h’y+hz-1=0, 2x-y+z-2=0.
(e) La retta generica del fascio F ha parametii direttori 1'=2h", m’=2h"-1, n’=-2h"-1. Allora la
condizione di perpendicolaritd con la retta s, che ha parametri direttori, (1,m,n)=(1,0,-1), da
4h"+1=0, ossia h’=-1/4 onde equazioni cartesiane della retta s~ sono 4x-y-z-4=0, 2x-y+z-2=0.

2. Spazio vettoriale teale V di dimensione quattro. Base By=(vy,v2,v3,v4). Sia assegnata la
funzione reale b:VxV—R, tale che
b(v, w)=x1y1-X1ya+2X2¥2-Xoy4-X3Y 1+2X3y3+X3ys-Xayot X4y3+2’<4y4,
essendo v=xX;Vi+XoVo+Xsvatxavy, W=Y1V+¥aVa+yava+yyvy.
(a) Verificare che b & una forma bilineare reale simmetrica definita positiva, ossiache b & un
prodotto scalare su V.
(b) Posto per comoditd b(v,w)=<v,w>, determinare I’espressione di v,
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(¢} Determinare gli angoli convessi formati dalle coppie di vettori della base By.

(d) Determinare la base ortonormale By'=(v|",v,",v3",v4") ottenuta dalla base By applicando il
procedimento di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt.

(e) Posto Span(vy,v,)=W, determinare il vettore P(v), proiezione ortogonale del vettore
v=v+vorvatyy sul sottospazio vettoriale W, ed il vettore S(v) immagine dello stesso
vettore v nella simmetria ortogonale rispetto a W.

Soluzione

(a) Risulta b(v,w)="XAY, essendo ‘X=(x,X2,X3,X4), A la matrice quadrata avente come righe
AD=(1,0,-1,0), A®=(0,2,0,-1), AP=(-1,0,2,1), A¥=(0,-1,1,2) e 'Y=(y1,y2,y3,y4). Pertanto la
funzione reale b & una forma bilineare reale. Essendo A una matrice simmetrica, la forma
bilineare reale b & simmetrica. Risulta infine det(Aq 1)=1>0, det{Ap2)=2>0, det(A33)=2>0,
det(Aw.4)=1>0 e quindi, per il criterio di positivita di Hurewicz, la forma bilineare’simmetrica
reale b & definita positiva, ossia ¢ un prodotto scalare.

(b) Si ha <V,W>$b(V,W)=X1y1-X1)’3+2X2y'2—}(2y4—1(3y1+2X3y3+X3y4-X4y2+X4y3+2X4Y4 e
quindi l v 1 =<v,v>”2=(x]2~2x1X3+2xz2~2xz><4+2)(32+2x;3x4 +2X42)U 2

© Risulta cosvVa=evy,val( | vi | | va D=0=svi va=nr2,
cosv; vi=av,val( |v1 [ ’V3 l):—l/\‘2:>v{‘v;:(3/4)n,

COSV;AV4=<V1,V4>/( vi | | va D=0=v " vy=nr2, cosvy vi=avg, v/{ ' vz] l V3 i):O:wz" Va=T0/2,
COSVgAV4=<V2,V4>/(|V2| IV4])=—1/2$?V2AV4=(2/3)E, COSV3"V4:<V3,V4>/(fV3 [\r4|):1/2:>
V3AV4=TC/3.

(d) 1l procedimento di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt applicato alla base By da la base
ortogonale (W1, W2, W3, Wi}, essendo W=V, Wo=Vo-({Vg, W3/ <W 1, W13 )W 1=Vo-
(<V2,V1>/<V1,Vp)V1=V2, W3=V3-(<V3,W1>/<W1,W1>)W1-(<V3,W2>f<W2,W2>)W2=V3—
(<V3,V1>/<V1,V1>)V1-(<V3,V2>/<V2,V2>)V2=V1+V3, \V4ﬂV4~(<V4,W1>/<W1,W1>)W1—

(<Y, Wor /W2, Wor )W <V, W/ W3, W YW= Vi-(<Vig, Vp /v 1,y )V 1-{ eV, v v, v Vo (v, ViVl
Vi+vs, ViV X vi+vs)=-vi+{1/2)vp-vitvy.

Risultando poi ]wi l= | 2 |=l, [wz lx l vy fm\/Z, |W3 ] = | V|4v3 l =1, |W4 | =1/(‘~!2), si ha che la
base ortonormale richiesta By & costituifa dai vettori v =wil | wr | =V,
Vo =wof | wa | =(IN2)va, va'=waf [ ws | =vitvs € vi'swal | wa | =-(V2)vi+ (Y272 va-(V2)va+ (V2)va.
(e) I procedimento di ortogonalizzazione di  Gram-Schmidt ¢& tale che
Span(vi,v2)=Span(wi,w2). Ovviamente ¢ anche Span(vy”, v, )=Span(w;,w2) e quindi (v;",v2") ¢
una base ortonormale di W=Span(viy,v2). Si ha pertanto
P(¥)=ev,vi 5V Hav,v2 v ’=<v1+VQ+V3+V4,v;>V1+<v1+vz+V3+V4,(1/\’2)vz>( A 2)va=(12)vs e

S(V)=2P(V)-V=V2—V1-V2-V3-V4ﬂ ~V1-V3-V4.




ESAME DI GEOMETRIA Per FISICI (Canale B)
(Corsa del Prof. R. MAZZOCCO)
T'esti ¢ soluzioni della Prova scritta del 5-9-2011

1. Spazio euclideo ordinario E. RC(G;i,j,k). Siano assegnati i punti A=0(0,0,0), C(1,0,1)ele
rette 1:2x-y-2=0, y+2z+2=0, r;:x+2-1=0, y-z=0, rm:x-z+1=0, y-1=0.

(a) Scrivere I’equazione cartesiana del piano p passante per il punto A e perpendicolare alla
rettar.

() Dopo aver verificato che il punto C appartiene al piano p, determinare i punti B ¢ D sul

piano p in modo tale che il quadrilatero ABCD sia un rombo di area A=\6.

(c) Dopo aver verificato che le rette r; ¢ r; sono complanati, determinare 1'equazione
cartesiana del piano q che contiene tali rette.

(d) Detto E il punto generico del piano g, calcolare il volume V del parallelepipedo
individuato dai punti A, B, D, E.

(e) Studiare il comportamento del volume V al variare del punto E sul piano g, giustificando
geometricamente la risposta.

Soluzione
(a) Parametri direttori della retta r sono, per esempio, (1,m,n)=(1,2,-1). Allora I’equazione
cartesiana del piano p ¢ x+2y-z=0.
(b) I punto C appartiene al piano p perché le sue coordinate cartesiane soddisfano 1’equazione
cartesiana di p. Poiché il piano p passa per il punto A per costruzione, il rombo richiesto giace
sul piano p. Essendo (1/2,0,1/2) le coordinate cartesiane del punto medio M dei punti Ae Ce
(1,0,1) le coordinate del vettore geometrico rappresentato dal segmento orientato AC, I'asse s,
sul piano p, del segmento AC ha equazioni cartesiane x-1/2+2-1/2=0, x+2y-z=0, ossia x+z-
1=0, x+2y-z=0. Equazioni parametriche dell’asse s sono, per esempio, X=-t+1/2, y=t, z=t+1/2,
te R. Considerato allora il punto P(-t+1/2,t,1-1/2) variabile sull’asse s ed essendo 212 ¢ (3tH"2
la lunghezza rispettivamente del segmento AC e del segmento MP, si ha che i punti B e D si
ottengono imponendo che sia 243112262, ossia ’=1. Tale condizione di t=t1 e quindi
risulta, per esempio, B(-1/2,1,3/2) e D(3/2, -1, -1/2).
(c) II sistema x+z-1=0, y-z=0, x-z+1=0, y-1=0 costituito dalle equazioni cartesiane delle rette
r; ed r; ammette manifestamente la soluzione (0,1,1). Allora le rette 1y ed rp, dovendo avere
almeno un punto in comune, non possono essere né sghembe né parallele e disgiunte. Essendo
(1;,my,ny)=(1,-1,-1), (2,my,nz)=(1,0,1), parametri direttori rispettivamente della retta r, e della
retta 1y, si ha che tali rette non possono essere nemmeno parallele e coincidenti. In definitiva
le rette 17 ed 1 sono incidenti. Il punto d’incidenza ¢ il punto Qu(0,1,1). 1I piano q, contenente
le rette ry ed 17, pud essere ottenuto come piano passante per Qp € parallelo alle rette 1y ed 1y,
ossia come piano passante per Qp ¢ di giacitura W=Span(w;,wz), essendo wi(l-1,-1) e
wy(1,0,1) vettori direttori rispettivamente di 1, ed r;. L’equazione cartesiana del piano g si
ottiene uguagliando a 0 il determinante della matrice quadrata che ha come righe (x, y-1, z-1),
(1,-1,-1) e (1,0,1). Si ha allora qg:-x-2(y-1)+z-1=0, ovvero q:x+2y-z-1=0; per il seguito & utile
osservare esplicitamente che il piano q risulta parallelo al piano p.
(d) Equazioni parametriche del piano q sono, per esempio, x=t|, y=tz, z=01+2t-1, t;,heR,
onde risulta B(t;,t;,t;+2t-1). Si ha allora che, essendo (-1/2,1,372), (3/2,-1,-1/2) ¢
(t1,ta,t14+215-1) le coordinate dei vettori geometrici rappresentati rispettivamente dai segmenti
orientati AB, AC ed AE, il volume V uguaglia il modulo del determinante della matrice
quadrata che ha come righe  (-1/2,1,3/2), (3/2,-1,-1/2), (ti,t2,1+2t>-1). Risulta subito V=1.




(e) T volume V del parallelepipedo non varia al variare del punto E sul piano g, ossia ¢
costante. Tale risultato si giustifica geometricamente osservando che il parallelepipedo
individuato dai punti A, B, DD, E ha sempre lo stesso volume in quanto la base ABCD non
cambia al variare del punto E sul piano q e 1’altezza relativa a tale base uguaglia la distanza

tra i piani parallelip e g.

2. Spazio vettoriale reale V dei vettori geometrici dello spazio euclideo ordinario. Base

ortonormale B=(i,j,k). Sia assegnato il sottospazio vettoriale W;x-y+z=0.

(a) Determinare il vettore P(v), proiezione ortogonale del vettore v su W, essendo v un
vettore generico di V. .

(b) Verificare che I’applicazione P:V—V & uirendomorfismo simmetrico di V.

(c) Determinare gli antovalori di P, indicandone le rispettive molteplicita algebriche.

(d)  Determinare una base ortonormale B’=(i,",j’,k") di V costituita da autovettori rispetto a
P,

(e) Dopo aver scritto la matrice A’ associata a P rispetto alla base ortonormale B,

determinare una matrice ortogonale C tale che A’='CAC.
Soluzione
(a) Intanto W & un piano vettoriale di V. Un vettore ortogonale a W &, per esempio,u=i-j+k.
Risulta allora P(v)=v-((vxu)/(uxu))u, dove con X si indica il prodotto scalare ordinario.

(b) Dall’espressione di P(v) si trae subito che I’ applicazione P:V—V ¢ lineare, essendo lineare
rispetto al primo argomento il prodotto scalare, ¢ quindi P & un endomorfismo di V. Risulta
poi; '

P(i)=i-((ix(-j+k)/((-j+K)xA-j+k))) (- +k)=i-(1/3) (-j+k)=(2/3)i+(1/3)j-(1/3)k;
PG)=i-((xG-j+(G-j+OX -]+ +K)=]+(L3) (- HK)=(1/3)0+2/3)j+(1/3)k;
P(k)=k-({(kx(i-j+k))/A((Q-j+KxA-j+RO)-j+k)=k-(1/3) G-j+k)=-(1/3)i+(1/3)j +(2/3)k.

Allora la matrice A associata all’endomorfismo P, rispetto alla base ortogonale B, ha come
righe AV=(2/3,1/3,-1/3), A®P=(1/3,2/3,1/3) AP=(-1/3,1/3,2/3). Essendo A una matrice
simmetrica, st ha che I"endomorfismo P & simmetrico.

(c) L’equazione caratteristica di P si ottiene uguagliando a 0 il determinante della matrice A-
AL Sviluppando tale determinante, si ha allora che 1’equazione caratteristica di P ¢ -
P+202A=0, ovvero -AMA*2A+1), ossia -MA-1)*=0, onde gli autovalori di P sono A,=0, con
molteplicitd algebrica a;=1, e A;=1, con molteplicita algebrica a;=2.

(d) L’autospazio Vy, associato all’autovalore A;=0, ha equazioni -cartesiane
(2/3)x+(1/3)y-(1/3)2=0, (1/3)x+(2/3)y+(1/3)z=0, -(1/3)x+(1/3)y+(2/3)2=0, ossia 2x+y-z=0,
x+2y+z=0. Lo spazio delle soluzioni dell’nitimo sistema omogeneo ¢ So={t(1,-1,1}}icr €
quindi & Vy={t(i-j+k)},er. Una base ortonormale di Vj & allora costituita dal solo autovettore
unitario '=(1N3)i-(AB+IN3)K. Si ha poi
Vo -(3)x+H(1/3)y-(1/3)2=0,  (1/3)x-(1/3)y+(1/3)z=0, -(1/3)x+(1/3)y-(1/3)z=0, ossia
Viix-y+z=0 ¢ quindi ¢ V={t;(i+j)+t2(j+k) f t;,toeR}. Una base di V; & per esempio quella
costituita dagli autovettori vo=i+j, va=j+k. Tale base non & ortogonale giacché risulta
voxv3=14#0. Applicando il procedimento di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt a tale base, si
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ha la base ortogonale (W, Wa) di Vi, essendo
Wamva=it),  Wa=va-((Vaxwa )/ (waxwa))Wa=j+k-((GHOX DV (DX AN HD=j+k-(1/2)(i+))=
(1/2)i+(1/2)j+k. Essendo poi |wa[=V2 ¢ |ws|=V3/2, si ha in definitiva che una base
ortonormale di V; & quella costitnita dagli autovettori unitari P=A2)H(IN2)] e K=
(\/2/(2\/3))i+(\f2/(2\f3))j+(\/2N3)k. Ebbene, essendo ortogonali gli autovettori associati ad
autovalori distinti di un endomorfismo simmetrico, si ha in definitiva che una base
ortonormale di V, costituita da autovettori rispetto a P & B’=("j k"), essendo i ,j’, k" gli
autovettori unitari testé determinati.

(e) La matrice A", associata a P rispetto alla base ortonormale B, ha come righe A D=(0,0,0),
A@=0,1,0), A"™=(0,0,1). Una matrice ortogonale C, tale che A’='CAC, coincide con la
matrice del cambiamento di base nel passaggio dalla base ortonormale B alla base
ortonormale B’ ed ha quindi come colonne le colonne delle coordinate degli autovettori unitari
i, i K La matrice C ha allora come righe
- CO=(1N3, 182, -¥2/(243)), CP=(-1/43,182,¥2/(243)), CP=(13,0,¥2143).




ot

LSAME DI GEOMETRIA FISICT (Canale B)
{Corso del Prof, R, MAZZOCCO)
Testi ¢ soluzioni della Prova seritia del 10—-11~2011

4. RA(O,2,9,2). Dati il punto Py(1,2,3), il pianc p : y — 2z = 0 e la retta r di
equazioni parametriche ¢ = 1+¢, y =2, 2= —¢, ove t € R

(1) scrivere equazioni cartesiane della retta ro passante per B, e parallela ad r e
Pequazione cartesiana del Hiano pg passante per P e parallelo a p;

(2) determinare o coordi;ﬁte dei punti P; = pNirg, Py =rNpo;

{3) determinare equazioni della retta s passante per Py, parallela al piano
incidente la retta 7.

p ed

Soluzione: (1) La retta r ha parametri divettori (1,2, —1), Quindi equazioni
parametriche di rp sono

g=14+1, y=2+2, 2=3-1.
Da queste si obtengono rapidamente equazioni ‘cartesiane ricavando £ = z — 1 dalla
prima ¢ sostituendo nelle altre due:

, f w—y=0
® \z+z—4=0

1l piano richiesto ha gli stessi parametri di gilacitura di p; quindi po ha equazione
cartesiana y — 2 — (2 — 3) = 0, ovvero
Po:y—2+1=0.

(2) Le coordinate di Py sono la soluzione del sistema,

Yy—~z=0
e—y=0 ;
242—-4=0

da cui P (4/3,8/3,8/3).
Le coordinate del punto Py sono la soluzione del sistema
=13t
Y= A
gz —g
y—2z+1=0
da cul Py(2/3,—-2/3,1/3). :

(3) La retta s & la retta per i due punti Py e Py Suoi parametri divettori sono le
componenti del vettore di estremi Py e Py, ciod (—1/3, —8/3, —8/3). Essendo questi
determinati a meno di un fattore di proporzionalitd non nullo, possiamo assumere
come parametri direttori la ferna (1,8, 8) e scrivere equazioni parametriche di s:

=1+t y=24+8¢ 2=23+8t.

Da. queste possiame anche ricavare equazioni cartesiane:

 j8e—y—6=0
|8 —z—-5=0"




2. Sia 7*: R* — R* operatore lineare rappresentato dalla matrice

1 0 -2y -
00 & 2-
A= 00 -1 1
00 0.0
(1) Determinare per quali valori del parametro reale k Poperatore T risulta diago- -
nalizzabile.
(2) Per tali valori, determinare una base B di autovettori di 7’ e scrivere la matrice
di T" rispetto alla base B. N
~

Soluzione: (1) GH autovalori di T si ottengono risclventio Pequazione

i—-z 1 0 —2
0 -z k 20 0
0 0 -1-w 1]
0 0 0 —
che ha le soluzioni 0, 1, —1 di rispettive molteplicity, 2, 1, 1. Pel un noto teo-
rema Poperatore 1" usulta diagonalizzabile se o soltanto se I’autospazio E(O) relativo

all’autovalore 0, ha dimensione pari alla molteplicith dell’autovalore 0, cicé 2. De-
terminiamo B(0), che eoincide con il nucleo di T. Si deve risolvere il sistema lineare

OINOZEneo

1t 0 -2 3] 0
0 0 & 2 T . 0
0 0 -1 1 23 | 10
6 0 @ 0 By 0

e impoire che lo spazio delle soluzioni abbia dimensione 2, ovvero che la matrice dei
coefficienti abbia rango 2. Cid accade se e solo se tutti i suoi minori di ordine 3 sono

nulli, il che si riduce all’unica condizione

Lo 2
0 & 2/=0
0 -1 1

da cui si ricava k= —2.
(2) Determinazione di 5(0). 11 procedimento & stato indicato al punto (1) Si ha

E(0) = {(u, —u + 2v,v,v)|u,v € R}.

Una base per E(0) & (1,—1,0,0),(0,2,1,1).
Procedendo analogamente per #(1), si risolva, il sistema lineare omogeneo

¢ 1 0 =2 Ty
0 -1 -2 2 &g
0 ¢ -2 1 &3

0

0

1o
0 0 0 -1 T4 0




ottenendo E(1) = span{(1,0,0,0)}.
Infine, con procedimento analogo, K(—1) = span{(1,~2, ~1,0)}.
Pertanto la base B & formata ordinatamente dai vettori
(1,~1,0,0),(0,2,1,1),(1,9,0,0), (1, —2, —1,0).

In tale baso Poperatore 1" & rapprentato dalla matrice diagonale

0 00 O

| 00 0 0

N 001 0

™ 00 0 -1




