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1.1. Spazio vettoriale numerico reale V=R". Base canonica By={e;,es,e3,64). Siano asscgnati i

sottospazi  vettoriali  U(h)=Span((ui(h),uz(h),us(h),us(h)), essendo  uy(h)=(1,1,h,h),

u(h)=(1,1,h+1,h), us(h)=(1,1,h+2,h), uy(h)=(-1,h,h,-h), dove h & un paramefro reale, e

Wi Xa+x3-%4=0, 2x2+x3-2x4=0, X2+2x3-x4=0),

(a) Determinare una base By e la dimensione di U(h) al variare del parametro h.

(b) Detto hy il valore di h in corrispondenza del quale U(h) abbia dimensione 2 ed indicati
d’ora in poi semplicemente con U il softospazio vettoriale U(hg) e semplicemente con
U, Uy, Us, Uy i vettori uy(he), ua(hyg), us(hy), us(hy), determinare equazioni cartesiane di
U rispetto alla base canonica By.

{c) Determinare una base e 1a dimensione di W.

(d) - Determinare una base e la dimensione di U+W,

{e) Determinare una base e la dimensione di UNW.

§3) Dire se V & oppure non & somma diretta dei sottospazi vettoriali U e W, giustificando

la risposta.

Soluzione
(a) L’algoritmo di Gauss-Jordan per P’estrazione di una base dal sistema di generatori
{(i(h),ua(h)us(h),ua(h)} di Uch) da Bumy=(ui(h),ua(h),us(h)) se h#-1 e Bym=(ui(h),uz(h)) se
h=-1.
(b) Tenuto conto del punto (&), si ha che risulta dim(U(h)=2 se e soltanto se & h=-1. Perfanto
heg=-1 & il valore richiesto di h. Essendo la base By costituta dai vettori uy=(1,1,-1,-1) e
u,=(1,1,0,-1), si ha che equazioni cartesiane di U si possono ottenere imponendo che sia
minore di 3 il rango della matrice che ha come colonne le colonne delle coordinate dei vettori
u;, up ¢ del vettore incognito v=(X;,X,X3,X4). Tale procedimenio da immediatamente
UIX;-}Q:O, X1+X4=0.
(c) Utilizzando Palgoritmo di riduzione a scala di Gauss-Jordan, si ha che il sistema di
equazioni lineari omogenee che rappresenta W ¢ equivalente, per esempio, al sistema lineare
compatibile a scala Xp+x3-x4=0, -x3=0, che da x;=t;, X=ts, X3=0, x4=t;, essendo {; e t;
parametri reali. Pertanto & W={(t1,13,0,t;) ‘ ty,te R}={t:(1,0,0,0)+12(0,1,0,1) ' t;,tze R}, onde
una base di W &, per esempio, Bw=(wi,w»), essendo w,=(1,0,0,0) ¢ w,=(0,1,0,1), e quindi &
dim(W)=2.
() Un sistema di generatori di U+W &, per esempio, {u;,ug,wi,w2}. Applicando 1’algoritmo di
Gauss-Jordan per I'estrazione di una base da tale sistema di generatori si ha che
Busw=(uy,us,wyi,Ww2) & una base di U+W, onde dim(U+W)=4,
{e) Equazioni cartesiane di UNW sono, per esempio,
X1-X2=0, x;+x4=0, Xs2+x3-x4=0, 2Xp+x3-2X4=0, Xo+2%3-X4=0.
Utilizzando Palgoritmo di riduzione a scala di Gauss-Jordan, si ha che il sistema costituito da
tali equazioni risulta equivalente, per esempio, al sistema lineare compatibile a scala
Xi-Xa=0, x24x4=0, x3-2%4=0, -2x4=0, che da x;=0, x,=0, x3=0, x4=0. Allora ¢
UnW={(0,0,0,0)}, onde UnW non ha basi ed & dim{UnW)=0.
(f) Nel punto (d) abbiamo gia ottenuto che ¢ UnW={(0,0,0,0)}. Inoltre nel punto (c) abbiamo
visto che & dim(U+W)=4 e quindi, essendo dim(V)=4, ¢ anche U+W =V onde V ¢ somma
direttadiUe W,




1.2, Spazio vettoriale V dei vettori geometrici dello spazio ordinario, Base By=(i,j,k). Sia
assegnato il sistema di equazioni lineari
hx+z=h, hy+hz=0, hx-hy+2(1 -h)z=h,

essendo h un parametro reale.

(a) Discutere la compatibilita del sistema al variare di h.

)] Determinare le soluzioni del sistema nei casi in cui esse esistano.

(c) In corrispondenza di ogni valore del parametro h per cui il sistema assegnato sia
compatibile, detta U'(h) 1la sottovarieta lineare affine rappresentata dal sistema,
determinare un vettore vg(h) appartenente a U'(h) ed il sottospazio vettoriale U(h)
paralleio a U'(h).

(d)  Determinare una base By, e la dimensione di Uth).

(e) Determinare la dimensione di U'(h).

Soluzione

(a) Osserviamo anzitutto che per h=0 il sistema assegnato risulta equivalente all’equazione

lineare omogenea z=0 mentre per h#0 risulta equivalente al sistema lineare hx+z=h, y+z=0,

hx-hy+2(1-h)z=h. Analizziamo dunque separatamente i due casi che si presentano per h=0e
per hz{).

Caso h=0. 1l sistema & compatibile perché & tale I’equazione lineare omogenea z=0.

Caso h#0. Utilizzando I’algoritmo di riduzione a scala di Gauss-Jordan, si ha che per h=1 il

sistema assegnato risulta equivalente, per esempio, al sistema lineare compatibile a scala

x+z=1, y+z=0 mentre per h#1 risulta equivalente, per esempio, al sistema compatibile a scala
hx+z=h, y+z=0, 2(1-h)z=h. In definitiva il sistema assegnato risulta compatibile per ogni

valore di h.

(b) Caso h=0. L’equazione z=0 ammette come soluzioni x=t;, y=t, z=0, essendo t;, tz due

parametri reali. L’insieme delle soluzioni del sistema assegnato in tal caso &

SO)=So(0)=={(t1,t2,0) | t1,o€ R}={1:(1,0,00+62(0,1,0) | t1,L2€ R}

Caso h=1, 1l sistema lineare compatibile a scala x+z=1, y+z=0, equivalente al sistema

assegnato per h=1, da x=1-t, y=-t, z=t, essendo t un parametro reale. L’insieme delle soluzioni

del sistema assegnato ¢ allora S(H={(1-t, tt)iteR} =(1,0,0)+{t(-1,-1 l)IteR}

Caso  O#h#1. In questo caso il sistema linecare compatibile a scala

hx+z=h, y+z=0, 2(1-h)z=h, equivalente al sistema assegnato, da x=1, y=0, z=0 e quindi

Pinsieme delle soluzioni & S(h)=(1,0,0)+{(0,0,3)}.

(¢) Caso h=0. In guesto caso la sottovarieta lineare affine U'(0) coincide con il sottospazio

vettoriale U(0)={t;i+tzj) lt;,tzeR } ¢ quindi ogni vettore di U(0) appartiene anche a U'(O).

Caso h=I. In questo caso un vettore appartenente a u') e, per esempio, vo(1)=i e risulta

U(L)={t(-i-j+k) [ ta R}.

Caso 0zh#1. In questo caso 1'unico vettore appa1tenentc a U'(h) & vo(h)=i ¢ U(h) coincide con

il sottospazio vettoriale nullo.
(d) Dalle espressioni di U(h) di cui al punto precedente si ha subito che, per esempio, una base

di U(0) & Buypy=(i,j) e una base di U(1) & Byuy=(-i-j-k) mentre U(h), per 0zh#1, coincidendo
con il sottospazio vettoriale nullo non ha alcuna base. Si ha allora dim(U(0)=2, dim(U(1)=1 ¢
dim(U(h)=0 per Oxh=1.

(e) Tenuto conto dell punto (d), essendo la dimensione di una sottovarietd lineare affine
uguale alla dimensione del sottospazio vettoriale a cui essa ¢ parallela, si ha dim(U'(O))=2,

dim(U'(1))=1 e dim(U (k))=0 per 0#h#1.




2.1, Spazio vettoriale numerico reale V=R’. Base canonica By=(e1,e2,63,4). Siano assegnati i

sottospazi  vettoriali  U(h)=Span{(u;(h),uz(h),us(h),us(h)), essendo  ug(h)=(l,L,hh-1),

uy(h)=(1,1,h+1,h-1), us(h)=(1,1,h-1,h-1), uy{h)=(-1,h-1,h-1,1-h), dove h & un parametro reale,

e W x14+x2-x4=0, X34+2x7-2x4=0, 2x 1 +%2-x4=0.

(a) Determinare una base By e la dimensione di U(h) al variare del parametro h.

(b) Detto hg il valore di h in corrispondenza del quale U(h) abbia dimensione 2 ed indicati
d’ora in poi semplicemente con U il sottospazio vettoriale U(hp) e semplicemente con
uy, Up, U3, Wy 1 vettori uy(hg), uz(hy), uslhy), uglhg), determinare equazioni cartesiane di
U rispetto alla base canonica By.

(c) Determinare una base e la dimensione di W.

(dy- Determinare una base e la dimensione di U+W.

(e) Determinare una base e la dimensione di UNW.

@ Dire se V & oppure non & somma diretta dei sottospazi vettoriali U e W, giustificando

la risposta.

Soluzione
Procedendo come in 1.1, si ha:
(@) Bugy=(ui(h),uz(h),us(h)) se h#0 e Bugy=(ui(h),uz(h)) se h=0;
{b) he=0, U:x-x2=0, x1+x4=0;
(¢) Bw=(wy,w2), essendo wy=(0,0,1,0), w»=(0,1,0,1), dim(W)=2;
(d) BU+W: (HE,UQ,WQ), dlm(U+W)=3,
(e) Byn~w costituita, per esempio, dal solo vettore w=w,=(0,0,1,0), dim(UNW)=1;
(H) V non & somma diretta di U e W perché, per esempio, & UnW={(0,0,0,0)} essendo
dim(UNW)=1.

2.2. Spazio vettoriale V dei vettori geometrici dello spazio ordinario. Base By=(i,j,k). Sia
assegnato il sistema di equazioni lineari

x+(1-h)z=1-h, (1-h)x+(1-h)y=0, 2hx-(1-h)y+(1-h)z=1-h,
essendo h un parametro reale.

(a) Discutere la compatibiliti del sistema al variare di h.

(b) Determinare le soluzioni del sistema nei casi in cui esse esistano.

(¢} In corrispondenza di ogni valore del parametro h per cui il sistema assegnato sia
compatibile, detta U'th) la sottovarieta lineare affine rappresentata dal sistema,
determinare un vettore vo(h) appartenente a U'(h) ed il sottospazio vettoriale Uh)
parallelo a U'(h).

(d) Determinare una base Byg,) e la dimensione di U(h).

(e) Determinare 1a dimensione di U'(h).
Soluzione

Procedendo come in 1.2, si ha:

(a) il sistema & compatibile per ogni valore del parametro h;

(b) caso h=1: si ottiene x=0, y=t;, z=t;, essendo t;, t, parametri reali,

caso h=0: si ottiene x=-t+1, y=t-1, z=t, essendo t un parametro reale,

caso Ozh#]1: si ottiene x=0, y=0, z=1; .

(c) ) caso h=1: in questo caso la sottovarieta lineare affine U'(I) coincide con il sottospazio
vettoriale U(1)={t;j+tzk) { ti.he R} e quindi ogni vettore di U(1) appartiene anche a U'(l),
caso h=0: In questo caso un vettore appartenente a U'(0) &, per esempio, vo(0)=i-j € risuita

U0)={t(-i+j+k) | te R},




caso O#h#1; in questo caso I'unico vettore appartenente a U'(h) & vp(h)=k e U(h) coincide con
il sottospazio vettoriale nullo;

(d) dalle espressioni di U(h) di cui al punto precedente si ha subito che, per esempio, una base
di U(1) & Byuy=(j,k) e una base di U(0) & Bygy=(-i+j+k) mentre Uch), per Ozh=1, coincidendo
con il sottospazio vettoriale nullo non ha alcuna base. Si ha allora dim(U(1)=2, dim(U(0)=1 e
dim(U(h)=0 per O+h=1;

(e) tenuto conto del punto (d), essendo la dimensione di vna sottovarieta affine uguale alla
dimensione del sottospazio vettoriale a cui essa & parallela, si ha dim(U'(I)):Z, dim(U’(O))zl e
dim(U (h))=0 per O=h#1.

3.1. Spazio vetioriale numerico reale V=R’. Base canonica By=(e;,ez,e3,e5). Siano assegnati i

sottospazi  vettoriali  U(h)=Span((u;(h),ua(h),us(h),ua(h)), essendo  wy(h)=(1,1,3-h,1-h),

up(h)=(1,1,2-h,1-h), us(h)=(1,1,1-h,1-h), uy(h)=(-1,1-h,1-h,h-1}, dove h & un parametro reale,

e W: Xy +x3-x4=0, 2%3+%3-2x4=0, X1+2X3-x4=0.

(a) Determinare una base By, e la dimensione di U(h) al variare del parametro h.

(b) Detto hy il valore di h in corrispondenza del quale U(h) abbia dimensione 2 ed indicati
d’ora in poi semplicemente con U il sottospazio vettoriale Uhg) e semplicemente con
uy, U, us, uy i vettori uy(hy), uathg), ua(hy), wy(hy), determinare equazioni cartesiane di
U rispetto alla base canonica By,

(c) Determinare una base e la dimensione di W,

(@ Determinare una base ¢ la dimensione di U+W.

(e) Determinare una base e la dimensione di UnW.

® Dire se V & oppure non & somma diretta dei sottospazi vettoriali U e W, giustificando
la risposta.

Soluzione
Procedendo come in 1.1, si ha:
(a) Bug=(ui(h),ma(h),ui(h)) se h#2 e Bygy=(ui(h),ua(h)) se h=2;
(b) he=2, U:x;-x,=0, x;+x4=0;
(c) Bw=(w,w>), essendo w;=(0,1,0,0), wo=(1,0,0,1), dim(W)=2,
(@) Busw= (u1,U2,W1, Wa), dim(U+W)=4,
(e} non esistono basi di UNW, dim{UW)=0;
(f) V & somma diretta di U e W perché risulta V=U+W e UnW={(0,0,0,0)}.

3.2. Spazio vettoriale V dei vettori geometrici dello spazio ordinario. Base By=(i,j,k). Sia
assegnato il sistema di equazioni lineari

hy-z=h, hx+hz=0, hx-hy+2(1+h)z=-h,
essendo h un parametro reale.

(a) Discutere la compatibilita del sistema al variare di h.

(b) Determinare le soluzioni del sistema nei casi in cui esse ¢sistano.

(¢) In corrispondenza di ogni valore del parametro h per cui il sistema assegnato sia
compatibile, detta U'(h) la sottovarietd lineare affine rappresentata dal sistema,
determinare un vettore vo(h) appartenente a U (h) ed il sottospazio vettoriale U(h)
parallelo a U'(h).

(d) Determinare una base Byg e la dimensione di U(h).

(e) Determinare la dimensione di U'(h).




Soluzione
Procedendo come in 1.2, si ha:
(a) il sisterma & compatibile per ogni valore del parametro h;
{b) caso h=0: si ottiene x=t;, y=lp, z=0 essendo t;, t; parametri reali,
caso h=-1: si ottiene x=-t, y=1-t, z=t, essendo t un parametro reale,
caso -1#h#0: si ottiene x=0, y=1, z=0;
(c) ) caso h=0: in questo caso la sottovarieta lineare affine U'(O) coincide con il sottospazio
vettoriale U0)={t;i-+1]) | t1,be R} ¢ quindi ogni vettore di U(0) appartiene anche a U'(0),
caso h=-1: In questo caso un vettore appartenente a U1) 8, per esempio, vo(-1)=j e risulta
U0)={ t(-i-}+k)c1 te R},
caso -1#h#0: in questo caso ’unico vettore appartenente a U'(h) & vg(h)=j e U(h) coincide con
il sottospazio vettoriale nullo;
(d) dalle espressioni di U(h) di cui al punto precedente si ha subito che, per esempio, una base
di U(0) & Bypy=(i,j) e una base di U(-1) & By..n=(-i-j+k) mentre U(h), per -1#h+0, coincidendo
con il sottospazio vettoriale nullo non ha alcuna base. Si ha allora dim(U(0)=2, dim(U{-1)=1 ¢
dim(U(h)=0 per -1s£h=0;
(e) tenuto conto del punto (d), essendo la dimensione di una sottovarietd affine uguale alla
dimensione del sottospazio vettoriale a cui essa & parallela, si ha dim(U’(O))zz, dim([f(-l)):l
¢ dim(U (h)=0 per Ozh#1.

4.1. Spazio vettoriale numerico reale V=R?, Base canonica By=(e1,e2,¢3,¢4). Siano assegnati i

sottospazi  vettoriali  U¢h)=Span((u;(h),uz2(h),uath),nath)), essendo  ui(h)=(1,1,h,h+1),

wp(h)=(2,2,2h+1,2h+2), ua(h)=(1,1,h+3,h+1), uy(h)=(-1,h+1,h+1,-h-1), dove h & un parametro

reale, e W: X1~X2—X3=0, 2X1—2X2—X3:0, X1-X2—2X3=0.

(a) Determinare una base Byg, e la dimensione di U(h) al variare del parametro h.

(b Detto hy il valore di h in corrispondenza del quale Uch) abbia dimensione 2 ed indicati
d’ora in poi semplicemente con U il sottospazio vettoriale U(hg) e semplicemente con
uj, U, us, ug i vettori uihg), ualhg), us(hg), vathe), determinare equazioni cartesiane di
U rispetto alla base canonica By.

(c) Determinare una base e la dimensione di W.

(d) Determinare una base e la dimensione di U+W.

(e) Deferminare una base e la dimensione di UNnW.

6] Dire se V & oppure non & somma diretta dei sottospazi vettoriali U ¢ W, giustificando
la risposta.

Soluzione
Procedendo come in 1.1, si ha:
(@) Bymy=(ui{h),us(h),us(h)) se h=-2 e Bypy=(us(h),uz2(h)) se h=-2;
(b) he:-z, U:x-x=0, x1+x4=0;
(¢) Byw=(wy,w2), essendo wi=(1,1,0,0), w»=(0,0,0,1), dim(W)=2;
(d) Busw= (u),u2,wy), dim(U+W)=3;
(e) Bu~w costituita, per esempio, dal solo vettore w=(-1,-1,0,1), dim(UnW)=1;
(f) V non & somma diretta di U e W perché, per esempio, ¢ UnW={(0,0,0,0)} essendo
dim(UnW)=1.

4.2. Spazio vettoriale V dei vettori geometrici dello spazio ordinario. Base By=(i,j,k). Sia
assegnato il sistema di equazioni lineari




(14+h)x+y=1+h, (1+h)y+(1+h)z=0, (1 +h)}x-2hy-(1+h)z=1+h,
essendo h un parametro reale.

(a) Discutere la compatibilitd del sistema al variare di h.

(b) Determinare le soluzioni del sistema nei casi in cui esse esistano,

{c) In corrispondenza di ogni valore del parametro h per cui il sistema assegnato sia
compatibile, detta U'(h) Ia sottovarietd lineare affine rappresentata dal sistema,
determinare un vettore vo(h) appartenente a Uf(h) ed il sottospazio vettoriale U(h)
parallelo a U’(h).

(d) Determinare una base By € la dimensione di Uch).

() Determinare la dimensione di U'(h).

Soluzione
Procedendo come in 1.2, si ha:
(a) il sistema & compatibile per ogni valore del parametro h;
(b) caso h=-1: si ottiene x=t;, y=0, z=t;, essendo t,, t; parametri reali,
caso h=0: si ottiene x=1+1, y=-1, z=t, essendo t un parametro reale,
caso -1zh#0: si ottiene x=1, y=0, z=0;
(c) ) caso h=-1: in questo caso la sottovarieta lineare affine U’(-l) coincide con il sottospazio
vettoriale U(-1)={t;i+12k) ] ti,ze R} e quindi ogni vettore di U(0) appattiene anche a U'({)),
caso h=0: in questo caso un vettore appartenente a UJ(O) ¢, per esempio, vo(0)=i e risulta
UO={tG-j+k) [ te R},
caso -1#h#0: in questo caso ['unico vettore appartenente a U’(h) & vo(h)=i e U(h) coincide con

il sottospazio vettoriale nullo;
(d) dalle espressioni di U(h) di cui al punto precedente si ha subito che, per esempio, una base

di U(-1) & By1y=(i,k) e una base di U(0) & Bygy=(i-j+k) mentre U(h), per -1#h#0, coincidendo
con il sottospazio vettoriale nullo non ha alcuna base. Si ha allora dim(U(-1)=2, dim(U(0)=1 ¢

dim(U¢h)=0 per - 1#h=0;
(e} tenuto conto del punto (d), essendo la dimensione di una sottovaueta affine uguale alia

dimensione del sottospazio vettoriale a cui essa & parallela, si ha dnn(U (-1))=2, dtm(U (ON=1
e dim(U (h))=0 per -1#h=0.




ESONER( DI GEOMETRIA Per FISICI (Lettere P-Z)
(Corso del Prof. R. MAZZOCCQO)
Testi e soluzioni della prova scritta del 27-1-2012

1.1. Spazio euclideo ordinario. RC(O;i,jk). Siano assegnati i punti Qp(1,0,1), Qi(1,-h,0),
(Q2(0,h,1) essendo h un parametro reale, le rette 11:x-2y=0, y-z+1=0, r2:x+y=0, y+z+1=0 ed il
piano p:x+z-2=0.
{a) Dire se le rette r; ed rp sono o non sono sghembe, giustificando la risposta.
(b) Determinare equazioni cartesiane delia retta r incidente le rette r; ed r; e perpendicolare al

piano p.
(c) Verificare che i tre punti Qg, Qj, Q2 non sono allineati,
(d) Determinare I’equazione cartesiana del piano g, passante per i tre punti Qg, Qy, Qo.
(e) Determinare la mutua posizione della retta r e del piano g, al variare di h in R.

Soluzione

(a) La matrice compieta, quadrata di ordine quattro, associata alle equazioni delle rette 1 ed 13
ha determinante uguale a 6. Essendo tale determinante non nullo, si ha che le rette ry ed 12
sono sghembe,
(b) Equazioni parametriche di r; sono, per esempio, x=2{;-2, y=t;-1, z=t;, {;eR; allora
coordinate cartesiane del punto generico Py di 11 sono (2t)-2,t;-1,t;). Equazioni parametriche
di 1, sono, per esempio, x=6+1, y=-13-1, z=ty, ek e quindi coordinate cartesiane del punto
generico P; di 17 sono (G+1,-t-1,1). La condizione d’incidenza con le rette 1y ed rp &
soddisfatta dalla retta passante per i punti Py e P2 e quindi di equazioni in forma di rapporti
vguali (x-26+2)/( tz+1-2642)=(y-t;+ 1)/ (-t2-1-t1+ D)={z-t;/(t;-t;), dove i denominatori hanno il
significato di parametri direttori della retta. Essendo (a,b,c)=(1,0,1) i coefficienti di giacitura
del piano p, la condizione di perpendicolaritd della suddetta retta con il piano p pud essere
espressa imponendo che sia minore di 2 il rango della matrice avente come righe
{6-2t143,-t5-t,12-ty) € (1,0,1). Tale condizione da -to-t1=0, t-2t;+3-t,+1,=0 e quindi t;=3, t,=-3.
Si ha allora r:(x-4)Y1=(y-2)/0=(z-3)/1 onde equazioni cartesiane di r sono y-2=0, x-z-1=0.
(c) I vettori geometrici che hanno come rappresentanti i segmenti orientati QpQr € QoQ2
hanno come coordinate, rispettivamente, (0,-h,-1) e (-1,h,0). Tali terne non sono mai
proporzionali ¢ quindi i suddetti vettori geometrici sono sempre linearmente indipendenti; da
¢id segue che i tre punti Qp, Q1, Q2 non sono mai allineati.
(d) Imponendo che sia nullo il determinante della matrice che ha come righe (x-1,y,z-1),
(0,-h,-1) e (-1,h,0) si ha che ’equazione cartesiana di gy ¢ hx+y-hz=0.
(e) Per ottenere la mutua posizione tra la retta r ed il piano g, discutiamo il sistema quadrato
costituito dalle equazioni cartesiane di r e di gy La matrice incompleta del sistema ha
determinante uguale a O per ogni valore del parametro h e quindi essa, essendo non nullo il
determinante del minore B costituito dagli elementi d’incrocio delle prime due righe con le
prime due colonne, ha rango 2. Orlando i minore B entro la matrice completa del sistema e
calcolando il determinante di tali minori si ha che tale matrice ha rango 3 per h#-2 e rango 2
per h=-2. Allora, per il Teorema di Rouché-Capelli, il sistema ¢ incompatibile per h#2 e
compatibile per h=-2. Nel primo caso, ossia per h#-2, r e g, hanno intersezione vuota € quindi,
poiché in uno spazio affine tridimensionale non esistono rette ¢ piani sghembi, r e g, sono
paralleli e disgiunti. Per h=-2 il sistema risulta equivalente al sistema costituito dalle prime
due equazioni, ma tali equazioni rappresentano la retta r e quindi tale retta & contenuta nel

piano q..




1.2. Spazio vettoriale numerico V=R’ Base canonica By=(ejeseses). Sia assegnato
I’endomorfismo Fp: V-2V tale che
Fh(V)=((h+2)X1,X1"3X2+2X4,-(h+2)}(3,x;-4X2+3X4),

essendo v=(X1,X2,X3,X4) €d h un parametro reale.

(a) Determinare la matrice Ay, associata all’endomorfismo F, rispetto alla base By.

{b) Determinare il valore hy del parametro h in corrispondenza del quale I’endomorfismo
F,, ammette il numero ( come autovalore.

(©) Detto F ’endomorfismo corrispondente al valore hy di cui al punto precedente e
indicata semplicemente con A la matrice ad esso associata, verificare che F ¢
diagonalizzabile ¢ determinare una base By=(v’,v2,v’3,v7) di V costituita da

autovettori rispetto ad F.
(d) Detta A” la matrice diagonale associata ad F rispetto alla base B’y, determinare una

matrice quadrata non singolare C tale che risulti A=CAC.
{e) Scrivere Pespressione di F(v) rispetto alla base By.
() Dire se I’endomorfismo F & oppure non & un automorfismo, giustificando la risposta.

Soluzione

(a) La matrice Ay richiesta ha come righe AyP=(0+2,0,0,0), A.P=(1,-3,0,2),
ArP=(0,0,-0-2,0), Ax*P=(1,-4,0,3).
(b) L’equazione caratteristica dell’endomorfismo F, & det(A,-AD=0, ossia
(h+2—l)2(1-k2)20. Tale equazione ammette come soluzione A=0 se e soltanto s¢ risulta
h+2=0, ossia s¢ ¢ soltanto se & h=-2; pertanto & hy=-2.

(¢) Ponendo h=hyg=-2 nell’equazione caratteristica dell’endomorfismo F,, si ha che
I’equazione caratteristica di F ¢ A (1-23=0. Pertanto gli autovalori di F sono A;=-1, con
molteplicith algebrica a;=1, A;=0, con molteplicita algebrica a;=2, ¢ As=1, con molteplicita
algebrica a;=1. Essendo dim(V)=4 e risultando a;+artas=4, si ha che la matrice A ¢
diagonalizzabile se la molteplicitd geometrica g; dell’autovalore A; & uguale ad ar=1, la
molteplicitd geometrica g; dell’antovalore Az & uguale ad a»=2 e la molteplicitd geometrica g;
deil’autovalore A; & uguale a a3=1. Essendo la molteplicita geometrica di un autovalore
maggiore o uguale ad 1 ¢ minore o uguale alla molteplicita algebrica dello stesso autovalore,
si ha intanto che g;=a; e gy=as. Per sapere se I’endomorfismo F ¢ o non ¢ diagonalzzabile, ci

resta soltanto da determinare g; e verificare se & oppure non & gy=a;. Sia Vp I’autospazio
associato all’autovalore A,=0. Equazioni cartesiane di Vg sono x,-3x242x4=0, x1-4x2+3x4=0.
Risulta allora Vo={t;(1,1,0,1)+t:(0,0,1,0)lt;,t2e R}. Una base di V, & costituita dagli
autovettori  vy'=(1,1,0,1), v3'=(0,0,1,0) ¢ quindi risulta gy=dim(Vy)=2=a,;, pertanto
I’endomorfismo F & diagonalizzabile. Per ottenere una base di V costituita da autovettori
rispetto all’endomorfismo F, avendo gid determinato una base dell’autospazio Vo,
determiniamo una base dell’autospazio V., associato all’autovalore A;=-1 ed una base
dell’autospazio V) associato all’autovalore As=1. Si ha V-;x;=0, x1-2x+2x4=0, x3=0,
X1-4xo+4x4=0 e quindi V-;={t(0,1,0,)itc R}, onde una base di V-; ¢ costituita dal solo
autovettore v;"=(0,1,0,1). Si ha poi V:-x;=0, X;-4x2+2x4=0, -x3=0, X1-4X7+2x4=0 € quindi
Vi={t(0,1,0,2)tc R} con base costituita dal solo autovettore v4=(0,1,0,2). ~ Allora
By'=(vy’,v2’,v3’, v4) & una base di V costifuita da autovettori rispetto all’endomorfismo F.




(d) La matrice diagonale A’, associata all’endomorfismo F rispetto alla base By’, ha come
righe A’ P=(-1,0,0,0), A" ?=(0,0,0,0), A’ ®=(0,0,0,0), A’ ®=(0,0,0,1). Una matrice C del tipo
richiesto &, per esempio, la matrice del cambiamento di basi nel passaggio dalla base canonica
By alla base di autovettori By” di V. Tale matrice ha come righe C“’:(O, 1,0,03, C(z)z(l,l,O,l),
C=(0,0,1,0), C*=(1,1,0,2).

(e) Risulta F(v)=-x{"v{"+x4'v4’, essendo (x;",x2",%3",x4") le coordinate di v rispetto alla base By’
() Nel quesito (c) abbiamo ottenuto Vo={t;(1,1,0,1)+t,(0,0,1,0)it1,te R}. Tale autospazio,
essendo associato all’autovalore 0 di F, coincide con il nucleo Ker(F), Allora ¢ Ker(F)#0 onde

I’endomorfismo F non € iniettivo e quindi non & un automorfismo.

2.1. Spazio euclideo ordinario. RC(QO;i,j,k). Siano assegnati i punti Qu(1,1,0), Q:1(0,1,-h),
Q2(1,0,h) essendo h un parametro reale, le rette r;1y-22=0, x-z-1=0, r2:y+z=0, x+z+1=0 ed il
piano p:x+y+5=0.

(a) Dire se le rette 1 ed rp sono o non sono sghembe, giustificando la risposta.

(b) Determinare equazioni cartesiane della retta r incidente le rette r ed ©n €

perpendicolare al piano p.

(c) Verificare che i tre punti Qg, Qy, Q; non sono allineati.

(d) Determinare 1’equazione cartesiana del piano qy passante per i tre punti Qg, Qg, Q2.

(e) Determinare [a mutua posizione della retta r e del piano qy al variare di hin R.

Soluzione

(a) La matrice completa, quadrata di ordine quattro, associata alle equazioni delle rette ry ed o
ha determinante uguale a -6. Essendo tale determinante non nullo, si ha che le rette ry ed r;
sono sghembe.
{(b) Procedendo come nell’esercizio 1.1, si ha r:1z-2=0, x-y+1=0,
{c) I vettori geometrici che hanno come rappresentanti i segmenti orientati QpQ; € QoQ2
hanno come coordinate, rispettivamente, (-1,0,-h) e (0,-1,h). Tali terne non sono mai
proporzionali € quindi i suddetti vettori geometrici sono sempre linearmente indipendenti; da
cio segue che i tre punti Qp, Q;, Q2 non sono mai allineati.
{d) Imponendo che sia nullo il determinante defla matrice che ha come righe (x-1,y-1,z),
(-1,0,-h) e (0,-1,h) si ha che I’equazione cartesiana di g, ¢ hx-hy-z=0,
(e) Per ottenere la mutua posizione fra la retta r ed il piano g, discutiamo il sistema quadrato
costituito dalle equazioni cartesiane di r e di g, La matrice incompleta del sistema ha
determinante uguale a 0 per ogni valore del parametro h e quindi essa, essendo non nullo il
determinante del minore B costituito dagh elementi d’incrocio delle prime due righe con la
seconda e terza colonna, ha rango 2. Orlando il minore B entro la matrice completa del
sistema ¢ calcolando il determinante di tali minori si ha che tale matrice ha rango 3 per h#-2 e
rango 2 per h=-2. Allora, per il Teorema di Rouché-Capelli, il sistema & incompatibile per
h#-2 e compatibile per h=-2. Nel primo caso, ossia per h#-2, r e g, hanno intersezione vuota ¢
quindi, poiché in uno spazio affine tridimensionale non esistono rette ¢ piani sghembi, r e gy
sono paralleli e disgiunti. Per h=-2 il sistema risulta equivalente al sistema costifuito dalle
prime due equazioni, ma tali equazioni rappresentano la retta r e quindi tale retta & contenuta

nel piano q..




2.2. Spazio vettoriale numerico V=R’. Base canonica By=(eq,e2,e3,64). Sia assegnato
Pendomorfismo F,: V=V tale che

Fr(v)=((h-3)x1,%1-3%2+2X4,X3,X 1-4X2+3X4),
essendo v=(x},x»,X3,X4) ed h un parametro reale.

(a) Determinare la matrice Ay, associata all’endomorfismo F, rispetto alla base By.

(b) Determinare il valore hy del parametro h in corrispondenza del quale I’'endomorfismo
F;, ammette il numero 0 come autovalore.

(c) Detto F I’endomorfismo corrispondente al valore hg di cui al punto precedente e
indicata semplicemente con A la matrice ad esso associata, verificare che F ¢
diagonalizzabile ¢ determinare una base B'y=(v’;,v7,v3,v7y) di V costituita da
autovettori rispetto ad F.

(d) Detta A” la matrice diagonale associata ad F rispetto alla base B’y, determinare una
matrice guadrata non singolare C tale che risulti A=C'AC,

(e) Scrivere |’espressione di F(v) rispetto alla base By,

(f) Dire se I’endomortismo F & oppure non & un automorfismo, giustificando la risposta.

Solugione
(a) La matrice Ay richiesta ha come righe Ah(]):(h—B,0,0,0), AnP=(1,-3,0,2),
AP=(0,0,1,0), AP=(1,-4,0,3).
(by L’equazione caratteristica dell’endomorfismo F, &  det(Ap-AD=0, ossia
-(h-3-A)(1-A)*(1+A)=0. Tale equazione ammette come soluzione A=0 se ¢ soltanto se risulta
h-3=0, ossia se e soltanto se & h=3; pertanto ¢ hy=3.
(¢) Ponendo h=ho=3 nell’equazione caratteristica dell’endomorfismo Fy, si ha che equazione
caratteristica di F & A(1-M)?(1+A)=0. Pertanto gli autovalori di F sono A;=-1, con molteplicita
algebrica a;=1, A;=0, con molteplicita algebrica a,=1, e A3=1, con molteplicitd algebrica a;=2.
Essendo dim(V)=4 e risultando a;+a,+a;=4 si ha che la matrice A € diagonalizzabile se la
molteplicitd geometrica g; dell’autovalore A; & uguale ad a,=1, la molteplicitd geometrica g»
dell’autovalore A, & uguale ad a,=1 e la molteplicita geometrica g; dell’autovalore Az &
uguale a a;=2. Essendo la molteplicita geometrica di un autovalore maggiore o uguale ad 1 ¢

minore o uguale alla molieplicita algebrica dello stesso autovalore, si ha intanto che g;=a; e

gz=az. Per sapere se I'endomorfismo F & o non & diagonalzzabile, ¢i resta da determinare g3 ¢
verificare se & o non & gz=a;. Sia V; I’autospazio associato all’autovalore As=1. Equazioni
cartesiane di  Vy;  sono  -x=0, x;-4xa+2x4=0, x;-dxo+2x4=0. Risulta allora
Vi={t(0,1,0,2)+t2(0,0,1,0)Ity,t2e R}, Una base di V; & costituita dagli autovettori v3'=(0,1,0,2),
v4'=(0,0,1,0) e quindi risulta gz=dim(V;)=2=a3; pertanto I’endomorfismo F & diagonalizzabile.
Per ottenere una base di V costituita da autovettori rispetto all’endomorfismo ¥, avendo gia
determinato una base dell’ autospazio V), determiniamo una base dell’ autospazio V_; associato
all’autovalore Aj=-1 ed una base dell’autospazio Vy associato all’autovalore X,=0. Si ha V-
1x1=0, x1-2x0+2x4=0, 2x3=0, x;-4x+4x,=0 ¢ quindi V-;={t(0,1,0,1)lte R}, onde una base di
V.; & costituita dal solo autovettore v,’=(0,1,0,1). Si ha poi Vip:x-3x2+2x4=0, x3=0, xi-
4x2+3x4=0 e quindi Vo={1(1,1,0,1)lte R} con base costituita dal solo autovettore v,'=(1,1,0,1).
Allora Bv'=( vi’,v2,v3", v4") & una base di V costituita da autovettori rispetto all’endomorfismo
E.




(d) La matrice diagonale A’, associata all’endomorfismo F rispetto alla base By’, ha come
righe A’ M=(-1,0,0,00, A’ #=(0,0,0,0), A" P=(0,0,1,0), A" ¥=(0,0,0,1). Una matrice C del tipo
richiesto ¢, per esempio, ia matrice del cambiamento di basi nel passaggio dalla base canonica
By alla base di autovettori By’ di V. Tale matrice ha come righe C'V=(0,1,0,0), C®=(1,1,1,0),
C9=(0,0,0,1), C*=(1,1,2,0).

{e) Risulta F(v)=-x;"v{"+x3'v3+x4v4’, essendo (Xl’,xz’,x{,m’} le coordinate di v rispetto alla
base By'.

(£} Nel quesito {c) abbiamo ottenuto Vy={t(1,1,0,1)ite R}. Tale autospazio, essendo associato
all’autovalore 0 di F, coincide con il nucleo Ker(F). Allora & Ker(F)#0 onde ’endomotfismo

F non ¢ iniettivo e quindi non & un automorfismo.




ESAME DI GEOMETRIA Per FISICI (Lettere P-Z)
{Corso del Prof. R. MAZZOCCQO)
Testi e soluzioni della prova scritta del 1-2-2012

1.1. Spazio euclideo ordinario. RC(O:i,j,k). Siano assegnati i punti Pg(1,0,0}, Pp” (0,1,0), le
rette ry:x+y-z-2=0, x-3y+z+1=0, r2:x+2y+z=0, x+y=0, ryx+z-1=0, x-y=0 ed il piano
pix-y+z-2=0.
(a) Determinare la retta r passante per il punto Py parallela al piano p e perpendicolare alla

retta ry.
(b) Determinare la retta r” passante per il punto Py” e complanare con le rette r; ed r3.
(¢) Determinare la mutua posizione delle rette red r”.
(d) Determinare la distanza d(r, r”") delle rette red 1"
(e) Determinare il versore u della retta v orientata verso Palto.

Soluzione

(a) La retta r pud essere ottenuta come intersezione dei due piani p; e p; passanti per il punto
Py rispettivamente parallelo al piano p e perpendicolare alla retta ry. Il piano generico parallelo
al piano p ha equazione cartesiana x-y+z+h=0, essendo h un parametro reale. Imponendo il
passaggio per Pg si ha h=-1. Pertanio l’equazione cartesiana di p; ¢ x-y+z-1=0, Parametri
direttori della retta r; sono (f;,my,n;)=(1,1,2) onde il piano p, ha equazione cartesiana x-
1+y+22=0, ossia x+y+2z-1=0. Allora equazioni cartesiane di r sono x-y+z-1=0, X+y+2z-
1=0.
(b) La retta 1” pud essere ottenuta come intersezione dei due piani p;” e p2” passanti per il
punto Py’ e contenenti rispettivamente la retta r; ¢ la retta r3. Un’equazione cartesiana del
piano generico del fascio F; di piani avente come asse la retia rp & x+2y+z+hy(x+y)=0, ossia
(1+h)x-+(2+hy)y+2=0, essendo hy un parametro reale. Il passaggio per Py’ da hy=-2 e quindi &
pt ix-z=0. Procedendo in modo analogo per p»’, si ottiene pz-iy+z-1. Allora equazioni
cartesiane di  r"sono x-z=0, y+z-1=0.
(c) I1 determinante della matrice quadrata del quarto ordine, associata alle equazioni cartesiane
delle rette r ed r’, & uguale 4. Pertanto, essendo non nullo tale determinante, le rette r ed r”
sono  sghembe, Inoltre, essendo (I, m,n)=(3,1,-2) parametri direttori di r ¢
(1m’,n")=(1,-1,1) parametri direttori di r’, si ha che tali rette sono perpendicolari; infatti
risulta H"+mm™+nn"=3-1-2=0.
(d) Il piano p’, contenente la retta r” e parallelo alla retta r, ha equazione cartesiana che si
ottiene uguagliando a 0 il determinante della matrice quadrata che ha come righe (x,y-1,z),
(1,-1,1) e (3,1,-2). Pertanto risulta p”:x+5y+4z-5=0. Allora, essendo d(r,r")=d(Po,p"), si ha
d(r,r)=M1-51/(14)"= 4/(14)".
(e) I versori direttori della retta r” sono i(i—j+k)/(3)‘/’. La condizione sull’orientazione della
retta r” implica che sia positiva la terza coordinata del versore direttore che orienta la retta,
quindi il versore richiesto & u=(i-j+k)/3".

1.2. Spazi vettoriali euclidei numerici V=R* ¢ W=R". Sia assegnata 1’applicazione lineare
Fi,: V=W di equazioni cartesiane, rispetto alle basi canoniche di Ve'W,
y;=X1+hX2+(2h—3)X3, Yo=X1+Xy-X3, y3=~X1+X2+5X3, )’4=hX1+X2-2(h-1)X3.
(a) Determinare la matrice Ay associata all’applicazione lineare By, rispetto alle basi
canoniche di Ve W,
(b)  Determinare il valore hg del parametro h in comrispondenza del quale 1’applicazione
lineare F;, non ¢ iniettiva.




(c) Detta F |’applicazione lineare corrispondente al valore hg di cui al punto precedente e
indicata semplicemente con A la matrice ad essa associata, determinare una base del
nucleo Ker(F) ed una base dell’immagine Im(F).

(d) Determinare equazioni cartesiane di Im(F) entro W,

{e) Posto U=Ker(F), determinare il vettore P(v), proiezione ortogonale del vettore
v=(1,-1,2) sul sottospazio vettoriale U", essendo Ut il sottospazio vettoriale
ortogonale ad U entro V.

Soluzione

(2) La matrice Ay, richiesta ha come righe AyP=(1,h,2h-3), Ay®=(1,1,-1), AsP=(-1,1,5),

An®=(h,1,-2h+2).

(b) L’applicazione lineare Fy non & iniettiva se e soltanto se & Ker(Fp)#{0} ¢ quindi se e

soltanto se & dim(Ker Fp)#0. Orbene, poiché ’equazione matriciale del nucleo ¢ AyX=0, dove

come al solito si & posto "X=((x1,X2,x3), essendo dim(KerF,)=3-rg(As) si ha che F, non &
inieftiva se e soltanto se & rg(Ay)<3. Studiamo dunque tale condizione. Il minore B di Ay,
costituito dagli elementi d’incrocio della seconda e terza riga con ia prima e seconda colonna,
ha determinante non nullo (uguale a 2}, Allora, per il teorema degli orlati, si ha che risulta

rg{Ap)<3 se e soltanto se e soltanto se si annuflano i determinanti dei due minori che orlano B.

Ora, poiché il determinante di uno di tali minori & identicamente nullo mentre I’altro si

annulla soltanto per h=0, si ha che & he=0.

{c) Osserviamo esplicitamente che, da guanto detto nel corso della risoluzione del quesito (b),

per h=hg=0, risulta rg(A)=2 e quindi dim(kerF)=1. Fissando I’attenzione sul minore B, si ha

che il sistema che rappresenta Ker(F) & equivalente al sistema X;+X;-x3=0, -Xj+X2+5x3=0 ¢
quindi & Ker(F)={t(3,-2,)lte &}. Allora una base di Ker(F) &, per esempio, costituita dal solo
vettore u=(3,-2,1). Dalla formula dim(Ker(F))+dim{(Im(F))=dim(V) si trae dim{(Im(F))=3-1=2.

Allora per ottenere una base di Im(F), tenuto conto che i vettori colonna della matrice A

costituiscono un sistema di generatori di Im(F), basta considerare due vettori colonna non

proporzionali, per esempio il primo w;=(1,1,-1,0) ed il secondo w,=(0,1,1,1).

(d) Considerata la matrice che ha come prime colonne i due vettori, scritti in colonna, della

base di Im(F) e come terza colonna la colonna delle incognite, imponendo che il rango di tale

matrice sia minore di tre, si ha che equazioni cartesiane di Im(F) sono, per esempio,
2)(1—)(2+y3=0, —yz—y3+2y4=0.

(e) U & un iperpiano vettoriale perché U & una retta vettoriale, Ricordando che una base di U

& costituita dal solo vettore u=(3,-2,1), si ha

P(v)=v-(<v,u>/<u,u>)u=(1,-1,2)-(7/14)(3,-2,1)=(-1/2,0,3/2).

2.1. Spazio euclideo ordinario. RC((0:i,j,k). Siano assegnati i punti Pe(0,0,1), Py” (1,0,0), le
rette  ri:Xx-y+z-2=0, 3x-y-z+5=0, r22x+4y+z=0, x+z=0, ryy+z-1=0, x-z=0 ed il piano
p:x-y-z-5=0.

(a) Determinare la retta r passante per il punto Py parallela al piano p e perpendicolare alla

retta ry.

{b) Determinare la retta r” passante per il punto Py” e complanare con le rette 1z ed 13.

(c) Determinare la mutua posizione delle rette red 1",

(d) Determinare la distanza d(r, r") delle rette red "

(e) Determinare il versore u della retta r” orientata verso il basso.

Soluzione

Procedendo come nell’esercizio 1.1 si ha:
(a) r x-y-z+1=0, x+2y+z-1=0;




(b) r"1y-z=0, x+y-1=0;

(c) r ed 1" sono rette sghembe perpendicolari;
(@) d(r, r)=4/(14)";

(e) u=(i-j-k)/3".

2.2. Spazi vettoriali euclidei numerici V=R’ ¢ W=R", Sia assegnata P'applicazione lineare
Fp:V-2>W di equazioni cartesiane, rispetto alle basi canoniche di Ve W,
y1=(h+1)X1+(2h-1)X2+X3, Y2=X1-Xo+X3, Y3=X;+5X2—X3, y4=X1—2hX2+(h+l)X3.
(a) Determinare la matrice Ay associata all’applicazione lineare F, rispetto alle basi
canoniche di Ve W,
(b) Determinare il valore hy del parametro h in corrispondenza del quale 1’applicazione
lineare By, non & iniettiva,
(c) Detta F I’applicazione lineare corrispondente al valore hg di cui al punto precedente e
indicata semplicemente con A la matrice ad essa associata, determinare una base del
nucleo Ker(F) ed una base dell’immagine Im(F).
(d) Determinare equazioni cartesiane di Im(F) entro W.
{e) Posto U=Ker(F), determinare il vettore P(v), proiezione ortogonale del vettore
v=(-1,2,1) sul sottospazio vettoriale Ut, essendo UL il sottospazio vettoriale
ortogonale ad U entro V.

Soluzione
Procedendo come nell’esercizio 1.2 si ha:
(a) La matrice Ay richiesta ha come righe AxP=(h+1,2h-1,1), AyP=(1,-1,1), AP=(1,5,-1),
Ax=(1,-2h b+ 1);
(b) he=-13
(c) una base di Ker(F) & costituita, per esempio dal vettore u=(-2,1,3), una base di Im(F) ¢
costituita, per esempio, dai vettori wi=(0,1,1,1) e wo=(-3,-1,5,2);
(d) equazioni cartesiane di Im(F) sono, per esempio, 2y;-y2+y3=0, yo+y3-2ys=0;
(e) P(V)=v-(<v,u>/<u,u>)u=(-1,2,)-(7/14)(-2,1,3)=(0,3/2,-1/2).




ESAME DI GEOMETRIA Per FISICI (Lettere P-Z)
(Corso del Prof. R. MAZZOCCO)
Testi e Soluzioni della Prova Scritta del 15-2-2012

1.1 Spazio euclideo numerico E’. Riferimento cartesiano canonico RC(O;ey,e2,e3,64). Siano
assegnati 1 vettori w=(1,0,-1,h-1), wo=(h,1,0,h), ws=(2h-1,2,1,h+1), ed i punti Py=0,
P1=(1,0,-1,2), P,=(1,0,-1,0), P3=(3,1,-1,2), P,=(1,0,0,1), essendo h un parametro reale.
(a) Determinare i valori di h in corrispondenza dei quali il sottospazio vettoriale
Whr=Span(w;,wz,w3)} ha dimensione due.
(b) In corrispondenza dei valori di h ottenuti nel quesito (a), determinare equazioni cartesiane
del piano py passante per il punto Py ed avente come giacitura il sottospazio vettoriale Wy.
(c) Determinare equazioni parametriche ed equazioni cartesiane della retta r passante per i
punti P; e P,
(d) Studiare la mutua posizione di r € py.
(e) Determinare il volume V del 4-parallelepipedo individuato dai punti Py, Py, P2, P3 e Py.
Soluzione
(a) L’algoritmo di Gauss-Jordan, per 1’estrazione di una base dal sistema di generatori
{wi,wa2,w3} di Wy, da la base By=(w,w;) onde W}, ha dimensione due per ogni valore di h.
(b) Imponendo di avere rango minore di tre alla matrice avente come prime colonne le
colonne delle coordinate dei vettori w;, w, e come terza colonna '(x;-1,x2,x3+1,x4-2) si ha che
equazioni cartesiane del piano py, sono, per esempio, X;-hXo+x3=0, hxo+(1-h)x3-x4+3-h=0.
(c) Equazioni in forma di rapporti ugnali della retta r passante per i due punti distinti Py e Py
sono, per esempio, (Xi-1Y/2=x2/1=(x3+1)/0=x4/2, dove i denominatori hanno il significato di
parametri direttori della retta. Da tali equazioni st traggono immediatamente le seguenti
equazioni parametriche: x;=1+2t, x;=t, x3=-1, x4=2t, teR e, per esempio, le seguenti
equazioni cartesiane: x;-Xq-1=0, 2x2-x4=0, x3+1=0.
{d) Detto P il punto generico della retta r, essendo P=(1+2t.t,-1,2t), andando a sostituire le
coordinate cartesiane di P nelle equazioni cartesiane del piano py, si ha il sistema (2-h)t=0,
(h-2)t+2=0 nell’incognita t, che risulta manifestamente incompatibile per ogni he R. Pertanto
per ogni he R risulta rpy, =@, ossia retta ¢ piano sono sempre disgiunti, onde, in particolare,
retta ¢ piano non sono mai incidenti. I parametri direttori (13,1,13,19)=(2,1,0,2) della retta r,
sostituiti ordinatamente al posto delle incognite x;, X2, X3, X4 nelle equazioni cartesiane
Xi-hxy+x3=0, hxy+({1-h)x3-x4=0 della giacitura Wy, del piano py, danno 2-h=0, h-2=0, Da cid si
trae che la retta r ed il piano py, risultano paralieli soltanto per h=2. Avendo gia provatochere
pa sono disgiunti per ogni valore di h, possiamo affermare, pin precisamente, che, perh=2,re
pn sono paralleli e disgiunti, Per he (R\{2}), piano e retta, non essendo né incidenti né
paralleli, sono sghembi.
(e) Risulta V uguale al modulo del determinante della matrice quadrata del quarto ordine
avente come righe, rispettivamente, le quaterne delle coordinate dei vettoril P1-Pg, P2-Pg, P1-Py
e P4—P0. Essendo P]-P0=(1,0,—I,2), PQ—P():(I,O,-I,O), P3—P0=(3,1,—1,2) 54 P4—Pg=(1,0,0,1), st ha
allora V=I-2I=2.

1.2. Spazio vettoriale euclideo V dei vettori geometrici. Base ortonormale Bv=(i,j,k). Sia
assegnato ’endomorfismo F:V—R, tale che

F(v)=2(vxu)u-3v,
dove con vxu si indica il prodotto scalare ordinario dei vettori geometrici v=xi+yj+zk ed
u=i-j-k.




(a) Verificare che I’endomorfismo F ¢ simmetrico.
(b) Determinare una base ortonormale By'=(i",j’,k") di V costituita da autovettori rispetto ad F.
(c¢) Considerata la forma bilineare simmetrica reale b:VxXV—R associata all’endomorfismo
simmetrico F e detta q:V—R la forma quadratica reale ad essa associata, determinare
Pespressione di g(v) rispetto alla base ortonormale di autovettori By'=(1",j",k").
(d) Dall’espressione di q(v), ottenuta nel quesito (c), dedurre ghi indici di positivita, di
- negativitd e di nuilith nonché il tipo della forma bilineare simmetrica reale b.
(e) Determinare, se esiste, una base di V costituita da vettori isotropi rispetto a b.
Soluzione

(a) Risulta;

F()=2(x(i-j-k))i-j-k)-3i=2(i-j-k)-3i=-i-2j- 2k,
F()=2((jx(i-j-k)Ni-j-k)-3j=-2(1-j-K)-3j=-21-j+2k,
F(k)=2(kx(i-j~k))(i-j-k)-3k=-2(i-j-k)-3k=-2i+2j-k,

onde la matrice A, associata ad F rispetto alla base By, ha come righe
AW=(-1,-2,-2), AP=(-2,-1,2), AP'=(-2,2,-1). Essendo tale matrice simmetrica ¢ By una base
ortonormale si ha che 'endomorfismo F & simmetrico.

(b) L’equazione caratteristica di F & det(A-AD=0, ossia -A’>-3A*49A4+27=0, ovvero
—(A+3)’(A-3)=0, quindi autovalori di F sono A;=-3, con molteplicitd algebrica a,=2, ¢ A,=3,
con molteplicitd algebrica a,=1. L’autospazio V-3, associato all’autovalore A;=-3, ha
equazioni cartesiane 2x-2y-2z=0, -2x+2y+2z=0, -2x+2y+2z, ovvero Xx-y-z=0. Si trova
immediatamente  che  ’insteme  delle  soluzioni  dell’ultima  equazione &
SO:{t1(1,1,0)+t2(1,0,1)|t1,tzeR}, quindi risulta V-;:{t;(i+j)+t2(i+k)[tl,tgeR}. Una base di
V3 & costituita daghi autovettori vy=i+j, vo=i+k. Osservato che (vi,vp) non & una base
ortogonale di V., applichiamo a tale base il procedimento di ortogonalizzazione di Gram-
Schmidt. Si ha allora che una base ortogonale di V.3 ¢ quella costituita dagli autovettori
wi=vi=itj,  Wa=Va-(Vaxwi/wxw w=i+k-(1/2)(i+))=(1/2)i-(1/2)j+k. Normalizzando gli
autovettori wy € wy, si ha i'=wy/ [ wi=(1N2)i+(1N2)j,

P=wal | wa | =(N2/2N3Ni-(V2r2V3))j+(Y2A3)k. Gli autovettori unitari i', | costituiscono una
base ortonormale di V.. Equazioni cartesiane dell’antospazio Vi, associato all’autovalore
A2=3, sono -4x-2y-2z=0, —2x-dy+27=0, -2x+2y-4z, ovvero 2x+y+z=0, x+2y-z=0, x-y+2z=0.
Si ha facilmente che [Pinsieme delle soluzioni del sistema di tali equazioni &
So={t{l1,-1,-1) IteR} ¢ quindi risulta Va={t({i-j-k) I te R} con base ortonormale costituita dal
solo autovettore unitario k'=( 1/\’3)i-(1/\f3)j-(1/\f3)k che si ottiene normalizzando 1’ autovettore
vi=i-j-k. Ricordando che autovettori associati ad autovalori distinti sono ortogonali si ha che
By'=(i",j" k") & una base di V del tipo richiesto.

(¢) Dalla teoria & noto che la forma bilineare simmetrica reale b, associata ad un
endomorfismo simmetrico F, & diagonalizzata da una base ortonormale costituita da
autovettori di F ed inoltre la diagonale della matrice associata a b € costituita dagli autovalori
di F. Allora rispetto alla base By'=(i"jk"), di cui a! quesito (b), risulta




q(v)=-3(x")-3(y)2+3(z')%, essendo (x,y,z’) le coordinate del vettore v rispetto alla base
By'=(i",j’,k"). Tale espressione & nota come forma canonica meirica della forma quadratica
reale q.

(d) Dall’espressione di q(v), ottenuta nel quesito (c), si trae che gli indici di positivita, di
negativitd ¢ di nullitd di g, e quindi di b, sono, rispettivamente, 1, 2 e 0. Allorala b & una
forma bilineare simmetrica non degenere e non definita.

(e) Utilizzando I’espressione q(V)=-3(x"Y-3(yY+3(z’), si ha che Pinsieme dei vettori isotropi
rispetto a b & rappresentato dall’equazione cartesiana 3(X)2-3(Y)*43(z)*=0. Orbene tale
equazione ammette, per esempio, le soluzioni indipendenti (1,0,1), (0,1,1), (-1,0,1). Allora i
vettori u=i+k’, u=j"+K’, us=-i"+k’, costituiscono un esempio di base di V costituita da vettori

isotropi rispetto a b.

2.1. Spazio euclideo numerico E*, Riferimento cartesiano canonico RC(O;e,e0,83,4). Siano

assegnati i vettori wy=(h+2,2h+1,2,1), wo=(h+1,h+1,1,0), ws=(h,1,0,-1), ed i punti Pg=0,

P1=(2,1,0,-1), P»=(0,1,0,-1), P3=(2,3,1,-1), P4=(1,3,0,0), essendo h un paramefro reale.

/a) Determinare 1 valori di h in corrispondenza dei quali il sottospazio vettoriale

Wi=Span{w,w,,w3) ha dimensione due.

(b)  In comispondenza dei valori di h ottenuti nel quesito (a), determinare equazioni

cartesiane del piano py passante per il punto P; ed avente come giacitura il softospazio

vettoriale Wh,.

(¢)  Determinare equazioni parametriche ed equazioni cartesiane della retta r passante per i

punti P2 e Ps.

(d)  Studiare la mutua posizione di r € py,.

{e) Determinare il volume V del 4-parallelepipedo individuato dai punti Pg, Py, Po, P3 ¢ Py,
Soluzione

Procedendo come nell’esercizio 1.1 si ha:

(a) una base di Wy, & By=(w,w»), onde Wy, ha dimensione due per ogni valore di h;

(b) equazioni cartesiane del piano p, sono, per esempio, x-(h+ Dxa+hg+h-2=0,

Xz-(h+ 1)X3+X4-T~0;

{¢) equazioni parametriche di r sono: x;=2f, xp=I+2t, x3=t, x4=-1, teR ed equazioni

cariesiane di r SONO, per  esempio,: X1-2%3=0, X2-2x%3-1=0, Xe+1=0;

(d) r e pn sono paralleli e disgiunti per h=I e sghembi per ogni he(R\{1});

(e) V=6.

2.2. Spazio vettoriale euclideo V dei vettori geometrici, Bagse ortonormale By=(i,j,k). Sia
assegnato I’endomorfismo F:-V—R, tale che
F(v)=3v-2(vxun,

dove con vxu si indica il prodotto scalare ordinario dei vettori geometrici v=xi+yj+zk ed
u=i-j+k,

{a) Verificare che endomorfismo F € simmetrico.

(b) Determinare una base ortonormale By'=(i",j",k") di V costituita da autovettori rispetto

ad F.




(c) Considerata la forma bilineare simmetrica reale b:VXV—R  associata
all’endomoifismo simmetrico F e detta q:V—& la forma quadratica reale ad essa
associata, determinare D’espressione di q(v) rispetto alla base ortonormale di

autovettori By'=(1",j",k").
(d) Dall’espressione di q(v), ottenuta nel quesito (c¢), dedurre gli indici di positivitd, di
negativita e di nullitd nonché il tipo della forma bilineare simmetrica reale b.
(e) Determinare, se esiste, una base di V costituita da vettori isotropi rispetto a b.
Soluzione

Procedendo come nell’esercizio 1.2 si ha.

(a) F & simmetrico perché & simmetrica la matrice A, avente come righe AM=(1,2,.2),
A‘Z)m(2,1,2) A(3)z(-2,2,1), associata ad F rispetto alla base ortonormale By=(i,j,k);

(b)  By'=(,j’)k) costituita dagli autovettori unitari  I'=(I/3)-(IN3)+(IA3),
F=NIHIN)], K =-(2/N3Di+(2/(2N3))j+ (N2 3)k;

(©) qv)=-3 Y43y +3(z")%, essendo (x,y',z") le coordinate del vettore v rispetto alla base
By'=(',{’.k);

(d) dail’espressione di q(v), ottenuta nel quesito {(c), si trac che gli indici di positivita, di
negativitd e di nullitd di g, e quindi di b, sono, rispettivamente, 2, 1 ¢ 0. Allora la b & una
forma bilineare simmetrica non degenere ¢ non definita.

(e) utilizzando ’espressione q(v)=—3(x’)2+3(y’)2+3(z’)2, si ha che I'insieme dei vettori isotropi
rispetto a b & rappresentato dall’equazione cartesiana ~3(x’)2+3(y’)2+3(z’)2=0. Orbene tale
equazione amimette, per esempio, le soluzioni indipendenti (1,1,0), (1,0,1), (-1,1,0). Allora i
vettori =i+, u;=i"+K’, u;=-i"+j’, costituiscono un esempio di base di V costituita da vettori

isotropi rispetto a b.




ESAME DI GEOMETRIA Per FISICI (Lettere P-Z)
(Corso del Prof. R. MAZZOCC(O)
Testi ¢ Soluzioni della Prova Scritta del 9-7-2012

1.Spazio euclideo numerico E*. Riferimento cartesiano canonico RC(O;ep.ez,e3.e4). Siano

assegnati i punti Pg=0, Py=(1,-1,1,1), P»=(1,0,1,0), P3=(0,1,0,1), Qo=(0,0,0,1), Ro=(1,0,0,0) ¢

le rette ry, 12, 13, 1(h) passanti per I’origine O ed aventi come vettori direttori, rispettivamente,

wy=(1,1,0,1), wp=(0,1,1,0), w3=(1,0,1,0), w(h)=(1,h,-2h,-1), essendo h un parametro reale,

(a) Determinare il sottospazio affine p; generato dai punti Py, Py, Py, P3.

(b) Determinare I’iperpiano p; passante per il punto Qg e parallelo alle rette 1y, 12, 3.

(c) Determinare I'iperpiano p(h) passante per il punto Ry e perpendicolare alla retta r¢h).

(d) Determinare i valori del parametro h in corrispondenza dei quali I'intersezione
S(h)=pinp2p(h) sia un sottospazio affine.

{e) In corrispondenza dei valori di h ottenuti nel punto (d) determinare la dimensione di S(h).
Soluzione

(a) La matrice che ha come colonne le colonne delle coordinate dei vettori

wm=P1-Py=(1,-1,1,1), u;=P2-Py=(1,0,1,0), u3=P3-Py=(0,1,0,1) ha rango uguale a 3 poiché, per

esempio, & uguale a 2, e quindi non nullo, il determinante della submatrice quadrata costituita

dalla prima, dalla seconda e dalla gquarta riga. Allora i vettori u;, up, uz sono linearmente

indipendenti ¢ quindi costitniscono una base per U=Span(u,uz,u3). Pertanto il sottospazio

affine p;, dovendo avere U come giacitura, ha dimensione 3, ossia ¢ un iperpiano.

Uguagliando a 0 il determinante della matrice quadrata che ha come prima riga (X, X2, X3, X4J

¢ come seconda, terza e quarta riga rispettivamente le righe delle coordinate dei vettori ug, uz e

3 si ha che p; ha come equazione cartesiana -2x,+2x3=0, ovvero x;-x3=0.

(b) L’iperpiano generico passante per il punto Qp ha equazione cartesiana

a1X ) +agXo+asxatag(xe- 1)=0, ossia ajx;+azxp+azxs+agxs- ag=0. La condizione di parallelismo di

tale iperpiano con le rette 1), s, r3 da, rispettivamente, a;+a+as=0, a+az=0, a;+a3=0. Una

soluzione non banale del sistema omogenco appena scritto & (1,1,-1,-2) e quindi ’equazione

cartesiana dell’iperpiano pz & x1+x0-X3-2X4+2=0.

(¢) L’equazione cartesiana dell’iperpiano p(h) passante per il punto Ry e perpendicolare alla

retta r(h) & (x;-1)+hx;-2hx3-x4=0, ossia x;+hxs-2hxs-x4-1=0.

(d) Equazioni cartesiane di S¢h) sono x-x3=0, X;+X2-X3-2x4+2=0, X;+hx2-2hx3-x4-1=0.

Utilizzando 1’algoritmo di riduzione a scala di Gauss-Jordan si ha che il sistema di equazioni

cartesiane appena scritto per h#l/2 risulta equivalente, per esempio, al sistema lineare

compatibile a scala x;-x3=0, xp-2x4=-2, (1-2h)x3-(1-2h)x4=142h mentre per h=1/2 risulta

equivalente, per esempio, al sistema lineare a scala incompatibile xq-x3=0, X2-2x4=-2, 0=2.

Allora il sottoinsieme S(h) & un sottospazio affine se e soltanto se & h£1/2.

(e) Per h#1/2 la giacitura W(h) di S(h) € rappresentata dal sistema lineare omogeneo a scala

di tre equazioni in quattro incognite X;-X3=0, Xp-2x4=-2, (1-2h)}x3-(1-2h)x4=0, onde la

dimensione di W(h), e quindi di S(h), ¢ 4-3=1. Pertanto S(h) & una retta per ogni h#1/2.




2.Spazio vettoriale euclideo V dei vettori geometrici dello spazio euclideo ordinario. Base

ortonormale  By=(i,j,k). Siano assegnati i vettori wvi(h+1,h+2,h4+1), vy(0,-1,0),

va(h+3,h+2,h+1), essendo h un parametro reale, ed il sottospazio vettoriale U:x-2y+z=0, 2x-

y-z=0. ,

(a) Determinare il valore hg del parametro h in corrispondenza del quale 1 vettori vi, va, v3,
costituiscono una base ortogonale di V e scrivere tale base.

(b) Detti 1", j’, X" i vettori che si ottengono normalizzando, rispettivamente, 1 vettori vy, va, v3
della base ortogonale di cui al punto (a), determinare la matrice C del cambiamento di
base nel passaggio dalla base ortonormale By=(i,j,k) alla base ortonormale By'=(1’,j’, k).

{c) Dire di che tipo & la matrice C di cui al punto (b), giustificando la risposta.

(d) Determinare una base ortonormale di U ed una base ortonormale di w=Ut.

{e) Determinare il vettore v' corrispondente del vettore v=k nella simmetria ortogonale Sw
rispetto a W,

Soluzione

(a) La condizione affinché i tre vettori vy, va, v3 siano mutuamente ortogonali da

(h+2)(-1)=0, (h+ 1D(h+3)+(h+2)(h+2)+(h+ D(h+1)=0, (-)(h+2)=0, ossia  h+2=0,

h2+4h+3+h%+4h+4+h%+2h+1=0, h4+2=0, ovvero h+2=0, 3h°+10h+8=0 e quindi hy=-2. In

cotrispondenza di h=he=-2 si hanno i vettori ortogonali v(-1,0,-1), v2(0,-1,0), va(1,0,-1).

Nessuno di tali vettori & nullo onde essi costituiscono una base ortogonale.

(b) Per i vettori vy, vo, v3, di cui al punto (a) risulta lvil=2%, Iva=1, lvsl=2"¢ quindi
i’xvlllvllz—(lf2%)(i+k), J=vallval=-j, k’=V3/EV3f=(I/2VZ)(i—k). I.a matrice C del cambiamento di
base nel passaggio dalla base ortonormale By=(i,j,k) alla base ortonormale By'=(i’,j’, k') ha
come righe C'V=(-1/2%,0,1/2"), CP=(0,-1,0), C¥=(-1/2",0,-1/2").

{c) La matrice C & ortogonale in quanto & tale ogni matrice del cambiamento di base nel
passaggio da una base ortonormale ad una base ortonormale.

(d) Si ha immediatamente che lo spazio delle soluzioni del sistema lineare omogeneo che
rappresenta U & S={t(1,,DtOR} e quindi risulta U={t(i+j+k)lt0IR}. Allora una basec
ortonormale di U & costituita dal solo vettore unitario u:(l/3y2)(i+j+k). Equazione cartesiana
di w=Ute x+y+z=0 e quindi W={t;(i-)}+t2(i-k)lt;,t2(1R} con base costituita dai vettori w=i-j,
wy=i-k. Tale base non & ortogonale perché risulta <w)w;>=1#0. Il procedimento di
ortogonalizzazione di Gram-Schmidt applicato a tale base da la base ortogonale (wi’,w2")
costituita dai  vettori wi'= wisie,  wa=wa-(<wa,wis/<w, Wi )w=i-k-(1/2)(i-j)=
(1/2)i+(1/2)j-k. Essendo twy’|=2%, Iwo'I=(3/2)" si ha allora che una base ortonormale di W &
costituita dai vettori unitari w,”= w{/lwl’f:(lll"/’)(i—j), Wy =wa W 1=(2/3) ((1/2)i+(1/2)-K).
(d) Risulta V=Sw{v)=v-2Py(v)=v-2<v,u>u=k-2<k,(1/3")(i+j+k)>(1/3") (i +j+k)=
k-(2/3)(i+j+k)=-(2/3)i-(2/3)j+(1/3)k.




ESAME DI GEOMETRIA Per FISICI (Lettere P-Z)
(Corso del Prof. R. MAZZOCCO)
Testi ¢ solnzioni della Prova scritta del 25-9-2012

1. Spazio euclideo ordinario E. RC(O;i,j,k). Siano assegnati il piano p~y+z=0, la retta
r:2x+y-z=0, x+2y+z+1=0 ed il punto A(0,0,1).

(a) Determinare il piano p passante per il punto A, parallelo alla retta r e perpendicolare al
piano p”.

(b) Determinare il punto C in cui {’asse y incontra il piano p.

(¢) Determinare equazioni parametriche dell’asse s, sul piano p, del segmento AC.

(d) Determinare i punti B ¢ D sul piano p in modo tale che il quadriilatero ABCD sia un

quadrato.
(e) Calcolare il volume V del parallelepipedo individuato dai punti AB,D,E, Essendo

E(-4/N6,-26,1+21V6).

Soluzione
(a) I piano generico passante per il punto A ha equazione cartesiana ax+by+c(z-1)=0, essendo
a, b, ¢ tre parametri reali non contemporaneamente nulli. Parametri direttori della retta r sono,
per esempio, (l,m,n)=(1,-1,1) mentre coefficienti di giacitura del piano p~ sono
(a’,b’,c)=(0,1,1). Allora le condizioni sul piano p danno rispettivamente a-b+c=0 ¢ b+c=0 da
cui si oftiene, per esempio, (a,b,c)=(2,1,-1). Il piano p ha quindi equazione cartesiana
2x+y-(z-1)=0, ossia 2x+y-z+1=0.
(b) L’asse y ha equazioni cartesiane x=0, z=0. Mettendo a sistema tali equazioni con
I’equazione del piano p e risolvendo si ha C(0,-1,0).
(¢} Essendo (0,-1,-1) le coordinate del vettore geometrico rappresentato dal segmento
orientato AC ed M(0,-1/2,1/2) il punto medio di tale segmento, si ha che I’asse s avra
equazioni, in forma di rapporti uguali, del tipo x/1=(y+1/2)/m=(z-1/2)/n, con i parametri 1, m,
n, non contemporaneamente nulli, soddisfacenti il sistema -m-n=0, 2l+m-n=0. Da tale sistema
si ha, per esempio, (I,m,n)=(1,-1,1). Si ha allora che equazioni parametriche dell’asse s
sono:x=t, y=-1/2-t, z=1/2+, teR.
(d) Essendo (t,-1/2-1,1/2-+t) le coordinate del punto generico P(t) dell’asse s, si ha che i punti B
e D si ottengono imponendo che sia d(M,P(t)=d(M,A)=d(M,C)=(1/2)""?, ossia 3t’=1/2 da cui
si trac t=+lA6. Si ha allora, per esempio, B(ING,-1/2-116,1/2+1/V6),
D(-1M6,-1/2+1/N6,1/2-116).
(¢) 1 vettori geometrici rappresentati dai segmenti orientati AB, AD, AE hanno
rispettivamente terne di coordinate (1/46,-1/2-146,-172+116), (-1N6,-1/24+1N6,-1/2-116),
(-4/\/6,—2/\/6,2/\/6). Considerata la matrice quadrata che ha come righe rispettivamente le
suddette terne di coordinate, si ha che il volume richiesto V uguaglia il modulo del

determinante di tale matrice. Si ha pertanto V=I-2I=2.
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2. Spazio vettoriale reale V di dimensione quattro, Base Bv=(v1,v3,v3,v4). Sia assegnata la
forma quadratica reale q:V—R, tale che _q(V)=2X]2-2)(1X2+X22+2X32—2X3X4+2X42, essendo
V=X1V1+HX2 VX3 Va+XgVy.

(a) Verificare che 1a forma quadratica reale q & definita positiva.
(b) Scrivere I’espressione della forma bilineare simmetrica b:VXV—R polare di q e dire se
lab ¢ oppure non & un prodotto scalare su V, giustificando la risposta. Nel caso in cui la b
sia un prodotto scalare su V, porre per comodita b(v,w)=<v,w> ed indicare I’espressione
di Ivl.
(c) Determinare gli angoli convessi formati dalle coppie di vettori della base By.
(d) Determinare la base ortonormale By'=(vi’,v2",v3 “v4) ottenuta dalla base By
applicando il procedimento di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt.
(e) Posto Span(vi,va,v4)=U, determinare il vettore S(v) immagine del vettore v=vy+2v,
nella simmetria ortogonale rispetto a U.

Soluzione

(a) Risulta immediatamente g(v)=2x, 20x !xz+x22+2xf—2}<3x4+2x42=
(X1-X2)2+K12+(X3-X4)2+X32+X42. Allora q(v), essendo una somma di quadrati, & tale che q(v)=0
per ogni veV. Inoltre q(v)=0 implica X;-x=0, x;=0, X3-x4=0, x3=0, x4=0 ¢ quindi x,=0, x,=0,
x3=0, x4=0, onde v=0. Pertanto la forma quadratica reale q & definita positiva,

(b) La forma bilineare simmetrica reale b:VxV—R, polare della forma quadratica reale g, &
tale che b(v,w)z2x;yg—x1y2—xzy1+x;3y2+2X3y3—X3y4-X4y3+2X4y4, essendo
W=y Vityavo+yavatyavy. La forma bilineare simmetrica b & un prodotto scalare su V perché
la forma quadratica associata q &, come verificato al punto (a), definita positiva. Posto allora
v, wr=hb(v,w), si ha <V, WI=2X1Y1-X 1Yo KoY 1 +X2Y2+2X3Y3-X3Ya-Xay3+2X 44 e
quindi , v [ =V, V> ”2=(2X12-2)(1X2+X22+2X32-2X3X4+2X42)”2.

(c) Risulta cosv,"v2=<v1,vz>/(f \'g) , ]vzf)=-l/\/2:>v["vz=(3/4)n,
cosvy vy=<vi,vpi( | vy | IV3])=O:>V1"V3=1D’2, COSV;AV4=<V1,V4>/(1V1I v, )=0=v, M va=n1/2,
COSV2 " V3=¢va,var/( [vy | l va =0=vy va=1t/2, CO8V, va=<va, virl( } Vo ‘ [vq] =0=vy vy=n/2,
cosv3 va=eva,var/( | vs | [ vy )=-1/2= vy ve=(2/3)r,

(d) I procedimento di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt applicato alla base By da la base
ortogonale (Wi, W2, W3,Wya), essendo Wi=Vy, Wa=V2-(<V2, W /<W , Wi YWy =
Vo-{evo, v/ v, v )V i=Va+ (12 =(1/2) v +v5, W3=Va-(<V3, W/ W [, W W -(<Va, W /<wo, Was wo=
V3-(<V3,V1>/<VE,V1>)V;—(<V3,(1/2)V1+V2>/<(1/2)\’1+V2,(1/2)V1+V2>)((1/2)V1+V2)=V3,
W4=V4—(<V4,W1>/<W1,Wp)Wg—(<V4,W2>/<W2,W2>)W2-<V4,W3>/<W3,W3>)W3=
Vo (g, v/ vy, V)V -(«Va {12V v/« V23 vo, (L2 1 +vp W 12)V 14 v2) (v, 3o/ v, Vi Y=
V4+(f/2)V3= (1/2)V3+V4.

Risutando  poi  |wil=lvi]=v2,  |wl=l(2vitval=tn2,  wsl=|vs]=v2,

[ Wy f = ] (1/2D)vatvy ] =\/3/\/2, si ha che la base ortonormale richiesta By’ & costituita dai vettori
vimwi/ | wi =NV, sl =(22vieV2ve,  virmwllws =2 e
va'=wyl | wa | =(V223)var (V2 3wy,

(e) 11 vettore wy per costruzione & ortogonale ai vettori wj, Wz, ws e quindi ad
U=Span(vi,vy,v3)=Span{w;,ws,w3). Allora il vettore unitario = [ Wy l =
(\/2/2\[3)\'3-1-(\/2/\/3)\'4 costituisce una base ortonormale di U Risulta pertanto
SV)=v-20v,v4 5V =vat2vy-2¢v3+2v4, (V2 2Y3) V3 + (V23 v (V2724 3) v+ (V2 3)wg)=
Va+2Va-(6V2NI(N2/ 23 v+ (V2N 3w )=va+ 2v4-2vs-dvy=-va-2va=-v.




