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Avvertenza: Per ln risoluzione del sistemi lineari il candidato é tenuto ad usare il metodo di
Gauss-Jordan oppure il metodo dei determinanti,

1.1. Sia assegnato il sistema lineare, a coefficienti reali, nelle quattro incognite Xy, X, X3, X4
Xi- X2+X3=h, X+hxa=h, hx;-xs+x3=1,
essendo h un parametro reaie,
(a) Determinare i valori del parametro h in comrispondenza dei quali il sistema sia
compatibile.
(b) Determinare I’insieme S(h) delle soluzioni del sistema per i valori di h di cui al punto
precedente.
(c) Per i valori di h di cui al punto (a) determinare anche una soluzione particolare del
sistema ¢ I'insieme Sy(h) delle soluzioni del sistema lineare omogeneo associato.
Soluzione
(a) Applicando I'algoritmo di riduzione a scala di Gauss-Jordan si ha che: per h=0 il sistema
risulta equivalente al sistema lineare a scala incompatibile x;- Xo+x3=0, x».x3=0, 0=1; per h=1
il sistema risulta equivalente al sistema lineare a scala compatibile x;-x,+x3=1, Xx,=0; per
h#0,1 il sistema risulta equivalente al sistema lineare a scala compatibile x;-xp+x3=h, x2+(h-
1)x3=0, (-h*+h)x3=1-h?. Pertanto il sistema risulta compatibile per ogni h0.
(b) Caso_h=l. Risolvendo il sistema lineare a scala compatibile x;-x2+x3=1, x,=0 si ha
Xi=1-ty, X2=0, x3=t1, X4=ly, 11,02 R e quindi S(1)={{1-t1,0,t1,k2)lt1,t2eR }.
Caso h#0.1. Risolvendo il sistema lineare a scala compatibile x;-xo+x3=h, xo+(h-1)x3=0,
(hAhyxa=1-h?  si ha  x=-1, x=(C-h™+D/h, xs=(h+1)h, xe=t, teR e quindi
S(={( -1,C-h*1)/h,(h+ 1)/, OlteR }.
Caso h=1. Risulta S{1)=(1,0,0,0)0+{{-t;,0,t1,&2)lt;,tl2eR} e quindi una soluzione particolare del
sistema & (1,0,0,0) mentre I'insieme delle soluzioni del sistema lineare omogeneo associato &
Sel1 )={ (-t1,0,t1,0)t; ek}, _
Caso _h#0.1, Risuita S(h)=(-1 ,(—h2+1)fh,(h+1)/h,0)+{(O,O,O,t)!teR } e quindi una soluzione
particolare del sisterna & (—1,(-h2+1)/h,(h+1)/h,0) mentre I'insieme delle soluzioni del sistema
lineare omogeneo associato & Sy(h)={(0,0,0,0)teR }.




1.2 Spazio vettoriale reale V di dimensione quattro. Base By=(v|,v2,v3,v4). Stano assegnati i
vettori ui(h}=vi-va+vs, ta(h)=-vathvs, uz(h)=hv,-va+hvy, essendo h un parametro reale, ed il
sottospazio vettoriale Wix+x2+x3=0, x3+x4=0.

(a) Determinare il valore hy del parametro h in corrispondenza del quale i vettori w(h),
uy(h), usth) risultino linearmente dipendenti.

(b) Posto, per comoditd, u;=u;(he), uz=us(hp), us=us(hg) ed U=Span(u,,us,us), determinare una
base e la dimensione di U.

(c) Determinare equazioni cartesiane di U.

(d) Determinare una base e la dimensione di W.

{e) Determinare una base ¢ la dimensione di U+W.

(f) Determinare una base e la dimensione di UnW. _
{(g) Determinare un sottospazio vettoriale U’ supplementare di U entro U+W, ossia tale che

risulti U+W=U®U".

Soluzione
(a) Imponendo che sia minore di 3 il rango della matrice che ha per colonne le colonne delle
coordinate dei vettori u;(h), ua(h), us(h)}, si ha che tali vettori risultano dipendenti se e
soltanto se & h=-1, quindi il valore richiesto del parametro h & hg=-1.
(b) Risulta anzitutto uy=u;{-1)=vi-va+v3, tz=us(- 1 )=-vo-vy, uz=us(-1)=-v{-v3-v4. Una coppia di
vettori linearmente indipendenti estratti dal sistema di generatori {u;uyus} di U &, per
esempio quella costituita dai vettori non proporzional u;, us. La coppia By=(uj,up)
costituisce un sistema massimale di vettori linearmente indipendenti estratti dal sistema di
generatori {uy,u,u3} € quindi ¢ una base di U. Pertanto, essendo tale base costituita da due
vettori, si ha che risulta dim(U)=2.
{c) Imponendo che sia minore di 3 il rango della matrice che ha per colonne le colonne delle
coordinate dei vettori uy, Uz, e v=X;V1+X2V2+X3V3+X4Vy, 8i ha che equazioni cartesiane di U
sono, per esempio, X(-Xx3=0, x;+x2-x4=0.
(d) Il sistema di equazioni lineari omogenee che rappresenta W & a scala. Posto Xa=t;, X4=ty, si
ha subito x3=-ts, X1=-f;+tp, essendo t;,heR. Allora 'insieme delle soluzioni i tale sistema &
S(,:{(-l1+t2,t1,-tz,tg)[tl,tQER}={t1(-f,1,0,0)4-{2(1,0,—1,1))'(;,{261?} e qUIIldl una base di W &
sz(\\’;;Wg), essendo wi=-vy+vy, Wo=v-vitvy, ed & dim{W)=2,
(e) Un sistema di generatori di U+W & {u;,uy,w1,w2}. Applicando Palgoritmo di estrazione di
una base da tale sistema di generatori si ha che una base di U+W & Byyw=(u;,u2,w1) e quindi &
dim{U-+W)=3.
(f) Equazioni cartesiane di UnW sono x;-x3=0, xi#+X3-xs=0, x;+xo+x3=0, x3+x4=0.
Applicando I’algoritmo di riduzione a scala di Gauss-Jordan, si ha che il sistema di equazioni
lineari che rappresenta UnW & equivalente al sistema lineare omogeneo a scala x;-x3=0,
Xo+X3-x4=0, x3+x4=0. Posto x4=t, tale sistema da x3=-t, x5=2t x;=-t, x4=t, essendo teR, Risulta
allora che I'insieme delle soluzioni del sistema & So={(-t,2t,-t,0lteR}={(-1,2,-1,DlteR} e
quindi una base di UNW &, per esempio, By~w=(z), essendo z=-v;+2v;-v3+vy, onde &
dim(UNnw)=1.
(g) La base Bysw=(ui,uz,w;) di U+W, di cui al punto (e), ¢ un ampliamento della base
By=(uj,u2) di U, quindi un sottospazio vettoriale supplementale di U entro U+W &, per

esempio, U=Span(w).




2.1. Sia assegnato il sistema lineare, a coefficienti reali, nelle quattro incognite x;, Xa, X3, X4
Xi- X2-X4=h, X2-hx4=-h, xX;+hxz-x4=-1, :
essendo h un parametro reale.
{a) Determinare 1 valori del parametro h in corrispondenza dei quali il sistema sia
compatibile.
(b) Determinare ’insieme S(h) delle soluzioni del sistemna per i valori di h di cui al punto
precedente,
(c) Per i valori di h di cui al punto (a) determinare anche una soluzione particolare del
sistema ¢ I’insieme S,(h) delle soluzioni del sistema lineare omogeneo associato.
. Soluzione
Procedendo come in 1.1 si ha:
(a) sistema risnlta compatibile per h#0;
(b) S{-D={{0,1-t2,1,t2)lt1,t6 R }, S(h):{((h2~l)/h,~1,t,(h—l)/h)[teR} per h#0,-1;
(c) caso h=-1, una soluzione particolare del sistema ¢ (0,1,0,0,0) e risulta
So(- D={(0,-to, b1, t)lt s, brelR }
caso h=0.-1, una soluzione particolare del sistema ¢ ((h*-1/h,-1,0,(h-1)/h) e risulta
So{h)={(0,0,,0)teR }.

2.2 Spazio vettoriale reale V di dimensione quattro. Base By=(v|,vs,v3,v4). Siano assegnati i
vettori u{h)=-v+vat+vs, Ua(h)=vi+hvy, us(h)=hva+vs+hvy, essendo h un parametro reale, ed il
sottospazio vettoriale Wix +xp+x3=0, x5+x4=0.

(a) Determinare il valore hy del parametro h in corrispondenza del quale i vettori uy(h),
ux(h), us(h) risultino linearmente dipendenti.

(b) Posto, per comodita, uj=u;(hg), ua=ua(hg), us=us(hp) ed U=Span(u,,u,,us), determinare una
base e la dimensione di U,

(c) Determinare equazioni cartesiane di U.

(@) Determinare una base ¢ la dimensione di W.

{e) Determinare una base ¢ la dimensione di U+W,

() Determinare una base e la dimensione di UNnW.

(g) Determinare un sottospazio vettoriale U” supplementare di U entro U+W, ossia tale che

risulti U+W=UDU",

Soluzione
Procedendo come in 1.2, si ha:
(a) ho=1;
(b) uy=ui(D=-vi+vatvs, Uz=tz(1)=v+vy, t=us(1)=va+vi+vy, By=(ugug), dim{)=2;
(c) equazioni cartesiane di U sono, per esempio, X3-X3=0, X +X2-x4=0;
{d) Bw=(w1,w3), essendo wi=-vi+vq, Wy=V-Va+vy, dim({W)=2;
(&) Busw=(uy,uz,wy), dim(U+W)=3,;
(f) By~w=(2), essendo z=2v;-vz-v3+vy, dim{UNW)=1;
(g} U'=Span(w,).




3.1. Sia assegnato il sistema, a coefficienti reali, nelle quattro incognite X, Xz, X3, X4

Xi- X3+X4=h, hx+x4=h, x;-x3+hx4=1,
essendo h un parametro reale.
(a) Determinare i valori del parametro h in corrispondenza dei quali il sistema sia
compatibile.
(b) Determinare I’insieme S(h) delle soluzioni del sisterna per i valori di h di cui al punto
precedente.
(c) Per i valori di h di cui al punto (a) determinare anche una soluzione particolare del
sistema e I’insieme Sy(h) delle soluzioni del sistema lineare omogeneo associato.
{d) Soluzione
Procedendo come in t.1 si ha;
(a) sistema risulta compatibile per h#0;
(b) S(1)={(1-t2,t1,0,6)lt),t26R}, SCOY={((h+1)/h,t,(-h* +1)/h,-DiteR} per hz0,1;
(c) caso h=1, una soluzione particolare del sistema & (1,0,0,0,0) e risuita
So(D={{-t2,11,0,)lt1,62eR };
caso h#0.-1, una soluzione particolare del sistema & ((h+1)/h,0,(-h* +1)/h,-1) e risulta
So(h)={(0,1,0,0)lteR }.

3.2 Spazio vettoriale reale V di dimensione quattro. Base By=(vy,v2,v3,v4). Siano assegnati i

vettori uy(h)=v-va+vs, uy(h)=-vothvy, ua(h)=-v|+hvs+hvy, essendo h un parametro reale, ed il
sottospazio vettoriale Wix;+x2+Xx3=0, x1+x4=0.

{a) Determinare il vaiore hy del parametro h in corrispondenza del quale i vettori ug(h),
ua(h), us(h) risultino linearmente dipendenti.

(b) Posto, per comodita, wi=ui(hs), uz=us{hg), us=us(hg) ed U=Span{u;,u,u3), determinare una
base e la dimensione di U.

(c) Determinare equazioni cartesiane di U,

{d) Determinare una base ¢ la dimensione di W,

(e) Determinare una base e la dimensione di U+W.

(f) Determinare una base ¢ la dimensione di UNnW,

(g) Determinare un sottospazio vettoriale U” supplementare di U entro U+W, ossia tale che

risulti U+W=UBU",

Sofuzione

Procedendo come in 1.2, si ha:

(a) ho=-1,

(b) uy=ny(1)=vi-va+vs, wy=p(1)=-vo-vy, t3=us(1)=-v-v3-vy, Byu=(uy,uz), dim(U)=2;
(c) equazioni cartesiane di U sono, per esempio, Xi-X3=0, X;+X2-x4=0;

(d} Bw=(w,w2), essendo wi=-vo+v3, Wa=-v+vo+Vy, dim(W)=2;

(e) Busw=(up,uz,wi), dim(U+W)=3;

(f) Bumw=(2), essendo z=-v;+2vy-vat+vy, dim{UnW)=1;

() U'=Span(w)).




4.1. Sia assegnato il sistema lineare, a coefficienti reali, nelle quattro incognite x;, X2, X3, X4
Xo+X3-Xg=-h, Xs-hxy=-h, hxs-X3+x4=-1,
essendo h un parametro reale.
(a) Determinare i valori del parametro h in comispondenza dei qualt il sistema sia
compatibile. ' '
(b) Determinare 1'insieme S(h) delle soluzioni del sistema per i valori di h di cui al punto
precedente.
{(¢) Per 1 valori di h di cui al punto (a) determinare anche una soluzione particolare del
sistema e 1’insieme So(h) delle soluzioni del sistema lineare omogeneo associato.
Soluzione
Procedendo come in 1.1 st ha:
{a) il sistema risulta compatibile per h#0;
() S(-1)={(ty,1-t2,t2,0)l61,12eR }, Sth)={(t,-1,(h- D/, (h*- 1 )/h)iteR } per h=0,-1;
(¢) caso h=-1, una soluzione particolare del sisterna ¢ (0,1,0,0,0) erisulta
So(-D={(t1,-t2,t2,00it1,12eR };
caso h#0.-1, una soluzione particolare del sistema & (O,—l,(h—l)/h,(hz-l)/h ) e risulta
So(h={(t,0,0,0lteR }.

4.2 Spazio vettoriale reale V di dimensione quattro. Base By=(v},v2,v3,v4). Siano assegnati i
vettori uy(h)=-va+vatva, up(h)=hv;+v;, ush}=hv;+vs+hv,, essendo h un parametro reale, ed il
sottospazio vettoriale W:xa+x3+x4=0, x1+x3=0.

(a) Determinare il valore hy del parametro h in corrispondenza del quale i vettori u{h},
up(h), us(h) risultino finearmente dipendenti,

per comodita, u;=u;(he), uz=ua(hg), ts=u3(hg) ed U=Span(u;,bz,u3), determinare una base e la
dimensione di U.

{(c) Determinare equazioni cartesiane di U.

{d) Determinare una base ¢ la dimensione di W.

(e) Determinare una base e la dimensione di U+W,

{f) Determinare una base ¢ la dimensione di UnW,

(g) Determinare un sottospazio vettoriale U’ supplementare di U entro U+W, ossia tale che

risulti U+W=U®U".,

Soluzione
Procedendo come in 1.2, si ha:
(a) hp=1,
(b) wi=ws(1)=-vo+va+vy, up=ta(1)=v+vy, uz=u3(1)=vi+vatvy, Bu=(u;,u0), dim(U)=2;
(c) equazioni cartesiane di U sono, per esempio, X3-X4=0, X1-X2-x4=0;
(d) Bw=(W1,W2), essendo W{=-¥|-V2+V3, Wi=-Vot+Vy, dlm(W)=2, '
() Buyw=(uy,uz,wy), dim(U+W)=3;
(f) By~w=(z), essendo z=-v|-2vo+v3+v,, dim(UNW)=1;
(g) U'=Span(w}).




ESONERO DI GEOMETRIA Per FISICI (Lettere A-Co)
(Corso del Prof. R. MAZZOCCO)
Testi e soluzioni della prova scritta del 23-1-2014

1. Spazio euclideo ordinario. RC(O;i,j,k). Siano assegnati i punti Pp(1,-1,h), Qu(0,h,1),
Ru(2,-h-2,1), essendo h un parametro reale, e le rette  riix+y-z-1=0, x-y-z+1=0, ra:x-z-2=0,
y-z=0. '

(a) Determinare il valore hy del parametro h in corrispondenza del quale i punti Py, Qp, Ry
risultino allineati.

(b) Indicati semplicemente con P, Q, R i punti che si ottengono in corrispondenza del valore
hg del parametro h di cui al punto precedente, determinare equazioni cartesiane della retta
r generata da tali punti,

(c) Verificare che le rette ry ed r; non sono parallele.

(d) Determinare I’equazione cartesiana del piano p passante per Porigine O e parallelo alle
refte ry e ro.

(e) Verificare che la retta r ed il piano p sono incidenti ¢ determinare le coordinate cartesiane
del punto S=rmp.

(f) Indicate con U e W rispettivamente la direzione della retta r e la giacitura del piano p,
determinare, sc esistono, due vettori ueU e weW tali che risulti v=u+w, essendo y=2i-
3k,

(g) Scrivere equazioni cartesiane del fascio F di rette, giacenti sul piano p, ed avente come
centro il punto S.

(h) Determinare equazioni cartesiane della retta s, appartenente al fascio F, tale che s risuiti
perpendicolare all’asse x.

Soluzione

(a) I vettori (geometrici) aventi come rappresentanti i segmenti orientati PoQy e PyRy hanno
come coordinate, rispettivamente, (-1,h+1,-h+1} e (I,-h-1,-h+1). Tali vettori risultano
linearmente dipendenti se e soltanto se & h=1. Pertanto 1 punti Py, Qy ¢ Ry, risultano allineati se
e soltanto se & h=1. Allora il valore richiesto del parametro & hp=1. .

(b) Ponendo h=hg=1 nelle coordinate di P, Qyn ¢ Ry, si ha P(1,-1,1), Q(0,1,1) ed R(2,-3,1).
Essendo distinti i punti P e Q, si ha che la retta r, generata dai punti P, Q, R, coincide con 1a
retta passante per i punti P e Q. Pertanto la retta r ha equazioni, in forma di rapporti uguali, (x-
- I(C-1)=(y+1)/2=(z-1)/0 e quindi equazioni cartesiane, per esempio, 2x+y-1=0, z-1=0.

(c) Parametri direttori delle rette r, ed 12 sono, per esempio, rispettivamente (1;,my,n;)=(1,0,1)
e (l3,mz,n2)=(1,1,1). Dalla non proporzionalita di tali terne di parametri direttori si trae che le
rette 1y ed r; non sono parallele.

(d) L’equazione cartesiana del piano p pud essere ottenuta nguagliando a zero il determinante
della matrice quadrata che ha come righe, rispettivamente, (x,y,z), (1,0,1), (1,1,1). Pertanto
risulta p:x-z=0.

(e) La retta r ed il piano p non sono paralleli perché risulta 1-(-1)+0-2+(-1)-0=-170 e quindi,
essendo 3 la dimensione dello spazio vettoriale dei vettori geometrici, sono incidenti.
Risolvendo il sistema costituito dall’equazione cartesiana di p e dalle equazioni cartesiane di
r, si ha che il punto S= rp ha coordinate cartesiane (1,-1,1} e quindi ceincide con if punto P.
(f) Intanto i vettori richiesti esistono perché la retta r ed il piano p sono incidenti. Essendo (-
1,2,0) parametri direttori della retta r, si ha che la direzione U della retta r ammette come base
il vettore di coordinate (-1,2,0), quindi sard u=-pi+2pj, dove p & un opportuno numero reale da |
determinare. Essendo W:x-z=0, dette (A,j1,v) le coordinate del vettore w, la condizione weW




da A-v=0. Traducendo scalarmente 'uguaglianza vettoriale v=u+w, si hanno allora le
uguaglianze 2=-p+A, -1=2p+, 3=v che, insieme all’uguaglianza A-v=0, danno p=1, A=3, pi=-
3, v=3. Pertanto i vettori richiesti sono u=-i+2j ¢ w=3i-3j43k.

(g) Essendo r e p incidenti nel punto S, il fascio F di rette, giacenti sul piano p, ed avente
come centro il punto S pud essere ottenuto intersecando il fascio di piani, avente come asse la
retta r, con il piano p. Allora equazioni cartesiane di F sono, per esempio,
o(2x+y-1)+1(2-1)=0, x-z=0, ossia 26x+0y+12-0-1=0, x-2=0, (6,’8)€R2\{ (0,0)}. _
{e) Parametri direttori della retta generica del fascio F sono (-6,20+1,-0), La condizione di '
perpendicolatitd con ’asse x, che ha parametri direttori (1,0,0), da -6=0, da cui si trae, per
esempio, =0, t=1. Allora equazioni cartesiane della retta s sono, per esempio, z-1=0, x-z=0.

2. Siano assegnate la matrice quadrata Ay, avente come righe Ah“’:(-z,o,o,()), Ah(2)=(0,—3,0,1),
Ah(3):(0,0,»h,0), Ah(4):(0,-2h,0,0), essendo h un paramewo reale, ¢ la matrice quadrata B,
avente come righe BM=(-1,0,0,0), B®=(1,-1,0,0), B¥=(0,0,-2,0), B*’=(0,0,0,-2).

{(a) Determinare il valore hy del parametro h in corrispondenza del quale la matrice Ay
ammetta lo scalare -1 come autovalore.

{(b) Indicata semplicemente con A la matrice corrispondente al valore hy del parametro h
di cui al punto precedente, determinare gli autovalori della matrice A, indicando per
ciascuno di essi la rispettiva molieplicitd algebrica.

(€) Dire se la matrice A € o non & diagonalizzabile, giustificando la risposta.

(d)  Nel caso in cui la matrice A fosse diagonalizzabile, determinare una matrice diagonale
A’ ed una matrice invertibile C tale che risulti A’=C"AC,

(e) Verificare che le matrici A e B sono invertibili.

6] Dire se le matrici B, A'BA e B'AB sono o non sono diagonalizzabili, giustificando la

risposta.
Soluzione

(a) L'equazione  caratteristica della  matrice Ay ¢ det(Ap-AD=0, ossia
7(}.+2)(?»+h)(?uz+3)v+2h)=0. Tale equazione ammette come soluzione A=-1 se e soltanto se
risulta h=1. Pertanto & ho=1.

(b) Ponendo h=hy nell’equazione caratteristica della matrice Ay si ha che Pequazione
caratteristica della matrice A & (A+2)°(A+1)?=0. Pertanto gli autovalori di A sono M=-2, con
molteplicita algebrica a;=2, e Ay=-1, con molteplicita algebrica a,=2.

{c) Essendo 4 Pordine di A e risultando a;+ a,=4, si ha che la matrice A & diagonalizzabi!e se
la molteplicitd geometrica g, dell’antovalore A} & uguale ad a; ¢ la molteplicitd geometrica gz
dell’autovalore A, & uguale ad ap. Sia V., P'autospazio associato all’autovalore Aj=-2.
Equazioni cartesiane di V. sono 0=0, -xp+xs=0, Xx3=0, -2x;+2x4=0 e quindi risulta
Vo={t,(1,0,0,00+t2(0,1,0, Dt ,tpe R}, Una base di V., ¢ costituita dagli autovettori
vi’=(1,0,0,0), v,'=(0,1,0,1) onde risulta gi=dim{V 3)=2=a,;. Si ha poi V.;:-x;=0, -2x2+x4=0,
0=0, -2x2+x4=0 e quindi ¢ V. ={t;(0,1,0,2)+:(0,0,1,0)lt;,tb,e R}. Una base di V.| & costituita
dagli autovettori v3'=(0,1,0,2), v4'=(0,1,0,0) e quindi & g,=dim(V_;)=2=a,. Pertanto la matrice
A ¢ diagonalizzabile.




(d) Una base di V=R’, costituita da autovettori rispetto alla matrice A, &, per esempio,
By'=(vy’,v2",va',va"), essendo vy’ vy, v3', vy gli autovettori di cui al punto precedente. Allora
una matrice diagonale A’ ed una matrice invertibile C tale che risulti A’=C'AC sono, per
esempio, rispettivamente la matrice diagonale avente a;,’= ay'=A|=-2 ¢ a33'= ay'=Ay=-1¢la
matrice del cambiamento di base nel passaggio dalla base canonica By=(ey,ez,¢3,64) alla base
By'=(vy’,v2,v3',ve), ossia la matrice avente come righe CP=(1,0,0,0), C*=(0,1,1,0),
C*=0,0,0,1), C*=(0,1,2,0).

(e) Risulta det(A)=4#0 e det(B)=4+0, onde le matrici A e B sono invertibili.

() Intanto la matrice B'AB & diagonalizzabile perché tale & la matrice simile A. Le matrici B
e A'BA, essendo simili, sono entrambe diagonalizzabili o entrambe non diagonalizzabili,
onde ¢& sufficiente esaminare soltanto il caso della matrice B. L’equazione caratteristica della
matiice B & (A+2)(A+1)°=0, ossia coincide con ’equazione caratteristica deila matrice A.
Allora gli autovalori di B sono A;=-2, con molteplicitd algebrica a;=2, e A,=-1, con
molteplicitd algebrica a;=2. Ebbene la matrice B, e quindi anche la matrice A'BA, non &
diagonalizzabile perché la molteplicitd geometrica g» dell’autovalore A; vale 1 e quindi non
ugunaglia la molteplicitd geometrica a; dello stesso autovalore. Infatti, in questo caso risulta
V.5:0=0, x4=0, -x3=0, -X4=0 e quindi V_;={t(0,1,0,0)lte R}, da cui si trae go=dim(V_)=1.




ESAME DI GEOMETRIA Per FISICI (Lettere A-Co)
(Corso del Prof, R. MAZZOCCQO)
Testi e soluzioni della Prova scritta del 29-1-2014

1. Spazio euclideo ordinario. Riferimento cartesiano RC(O;i,j.k), Siano assegnati i punti

A(-1,0,1) € B(0,1,1), la retta rix-y+2z-1=0, x+2y-z+2=0 ed il piano p:x-z+1=0.

(a) Determinare 1’equazione cartesiana del piano q passante per il punto A e perpendicolare
alla reftar. ‘

(b) Detta r la retta passante per i punti A e B, verificare che essa & contenuta nel piano .

(¢) Determinare equazioni parametriche della retta r, passante per il punto B, contenuta nel

piano g e perpendicolare alla retta r).

(d} Determinare equazioni cartesiane della retia r; passante per il punto A, incidente la retta r,

e parallela al piano p.

{¢) Determinare ie coordinate del punto d’incidenza C=ryrs.
() Determinare equazioni cartesiane e parametriche della retta ry passante per !'origine O e

parallela ai piani p e q.

(g) Detto D il punto il punto generico della retta 1y, calcolare il volume V del tetraedro ABCD
al variare del punto D sulla retta ry.
(h) Giustificare geometricamente il risultato ottenuto nel quesito (g).
Soluzione

(a) Si ha facilmente che parametri direttori della retta r sono, per esempio, (1,-1,-1}. Allora
il piano q passante per il punto A(-1,0,1) e perpendicolare alla retta r ha equazione
carfesiana x+1-y-(z-1)=0, ossia x-y-z+2=0.

(b) Il punto A appartiene al piano q per costruzione ed il punto B appartiene al piano q
perché le sue coordinate cartesiane soddisfano 1’equazione cartesiana di tale piano.
Allora la retta r; ¢ contenuta nel piano ¢ in quanto ura qualunque retta avente in
comune con un piano due punti distinti &€ contenuta nel piano,

(c) Parametri direttori della retta r; sono, per esempio, le coordinate (1,1,0) del vettore
geomeirico rappresentato dal segmento orientato AB. Allora imponendo alla retta
generica passante per il punto B, avente equazioni in forma di rapporti uguali
x/=(y-1)}my=(z-1)}/ny, di essere contenuta nel piano q e di essere perpendicolare alla
retta 1), si hanno le due condizioni ly-my-np=0, l,4+m,=0, che danno, per esempio,
(I2,mq,n2)=(1,-1,2), Pertanto equazioni paramefriche di r, sono, per esempio, x=ty,
y=1-—t2, Z=1+2t;, HelR,

(d) Una retta generica passante per il punto A(-1,0,1) ed incidente la retta r, ha equazioni
in forma di rapporti uguali (x+1)/(t2+1)=y/(1-t2)=(z-1)/(2t;). Imponendo a tale retta di
essere parallela al piano p:x-z+1=0, st ha la condizione t,+1-2t,, ossia -t,+1=0, che da
t;=1 e quindi equazioni cartesiane della retta r3 sono x-z4+2=0, y=0.

(e) II punto d’incidenza C=ror3 & ovviamente il punto della retta ry che si ottiene per
t,=1 e quindi ha coordinate cartesiane (1,0,3).

(f) La retta ry pud essere ottenuta come intersezione dei piani p” ¢ q” passanti per [’origine
O e paralleli rispettivamente ai piani p ¢ q. Essendo p"x-z=0 e q":x-y-z=0, si ha che
equazioni cartesiane di ry sono, per esempio, x-z=0, x-y-z=0, ovvero x-z=0, y=0.
Allora equazioni parametriche di rs sono, per esempio, x=t4, y=0, z=t4, tseR.

{(g) Un punto generico D della retta ry ha coordinate (t4,0,ty), tyeR. Essendo (1,1,0), (2,0,2),
(ts+1,0,t4-1), t4eR, le coordinate dei vettori geometrici rappresentati rispettivamente dat
segmenti orientati AB, AC, AD, il volume V del tetracdro ABCD, essendo uguale ad
un sesto del modulo del prodotio misto di tali vettori, risulta essere uguale ad un scsto




del modulo del determinante della matrice quadrata che ha come righe (1,1,0), (2,0,2),
(14+1,0,t4-1). Eseguendo i calcoli si ha allora V-!4J/6H2/3 e quindi tale volume &
costante.

(h) I! volume V risulta costante al variare del punto E sulla retta ry perché tale retta &
parallela, per costruzione, al piano q che contiene la base ABC del tetraedro.

2. Spazi vettoriali euclidei numerici V=R’ ¢ W=R>. Sia F,;V—W P'applicazione lineare tale
che Fr{v)=(X-hX3+x4,X [ +X0-X4,hX 1 +X2-2X3), essendo v=(X;,X2,X3,X4) ed h un parametro reale.
(a) Determinare il valore ho del parametro h in corrispondenza del quale I’ apphcazmne
lineare Fy, non sia surgettiva,
b) Indicata semplicemente con F D'applicazione lineare associata al valore hy del
parametro di cui al quesito precedente, determinare la dimensione ed una base del nucleo
Ker(F) dell’applicazione lineare F.
(c) Determinare fa dimensione ed una base dell’immagine Im(F) dell’applicazione lineare
F
{d) Determinare equazioni cartesiane dell’immagine Im(F).
{e) Posto per semplicith U=Ker(F), determinare la dimensione ed una base ortonormale
del sottospazio vettoriale U* ortogonale ad U.

Soluzione

(a) La matrice Ay associata all’applicazione lineare Fy, rispetto alle basi canoniche di V ¢
W ha come righe AU=(1,0,-h,1), AYP=(1,1,0,-1), AxP=(h,1,-2,0). E’ noto che
un’applicazione lineare non & surgettiva se ¢ soltanto se il suo rango & minore della
dimensione del codominio, che nel nostro caso ¢ 3. Calcoliamo dunque il rango rg(Ay)
al variare del parametro h. Considerato il minore B, del secondo ordine, costituito
dagli elementi d’incontro delle prime due righe con le prime due colonne della matrice
Ay, si ha subito che ¢ det(B)=1#0 indipendentemente dal vatore di h. Allora per ogni
valore di h & 2<rg(Au)=<3. Orlando il mmore B con la terza riga e la terza colonna di
Ag, si ha un minore il cui determinante & h>-h-2 che si annulla per h=-1 e per h=2.
Orlando il minore B con la terza riga e la quarta colonna di Ay, si ha un minore if cui
determinante vale 2-h e che quindi si annulla per h=2. Allora per il Teorema di
Kronecker risulta rg(Ay)=2 per h=2 e rg(Ap)=3 per h#2, Pertanto il valore richiesto hg
del parametro & h=2,

(b} Per h=h¢=2 risulta F(v)=(x1-2X3+X4,X1+X2-X4,2X1+X2-2X3). Equazioni cartesiane del
nucleo Ker(F) sono x;-2x3+x4=0, X;+X2-x4=0, 2x;+X,-2x5=0. Il sistema cosfituito da
tali equazioni lineari omogenee ha come matrice associata la matrice A, che si ottiene
ponendo h=hg=2 nella matrice Ay considerata nello svolgimento del quesito
precedente. Allora, essendo rg({A)=2, si ha anzitutto dim(Ker(F))=dim(V)-rg(A)=
4-2=2, Fissata ['attenzione sul minore B di A, si ha che il sistema lineare omogeneo
lineare che rappresenta Ker(F) risulta equivalente al sistema lineare omogeneo Xi-
2x3+x4=0, x(+x2-x4=0. Tale sistema, posto Xa=t;, X4=tp, dd immediatamente  x;=2¢;-
ty, Xo= 2142ty e quindi Ker(F)={ (2t;-t2,-2t; 422,61, t)it, eR }={(t,(2,-2,1,00+
t2(-1,2,0,Dlty,0cR}. Allora una base di Ker(F) & costituita dai vettori u,=(2,-2,1,0) e
w=(-1,2,0,1).

(¢) Essendo rg(A)=2, si ha anzitutto che & dim(Im(F)}=2. Una base di Im(F) pua essere
ottenuta estraendo due vettori indipendenti dal sistema di generatori di Im(F) costituito
dai vettori di W che hanno come colonne delle coordinate le colonne della matrice A,
Allora, essendo indipendenti le pume due colonne di A, si ha che una base di Im(F) ¢
costituita dai due vettori wi={1,1,2) e wo=(0,1,1).




(d) Im(F) ha codimensione 1, quindi pud essere rappresentato da una sola equazione
cartesiana. Considerata la matrice quadrata che ha come righe {yi.yays), (1,1,2),
(0,1,1), essendo yy, ya, y3 tre incognite, ¢ imponendo che il suo determinante sia nulio
s1 ha Im(F):y1+y2-y32=0.

(e) Posto U=Ker(F), si ha anzitutto che risulta dim(Ui)zdim(V)—dim(U):4-2:2. Per
oftenere una base di Ul, ricordiamo che, come visto nel corso dello svolgimento del
quesito (a), U pud essere rappresentato dal sistema lineare omogeneo Xx;-2x3+x4=0,
X1+x2-x4=0. Allora, stante il significato dei coefficienti delle incognite di una
equazione. lineare omogena, si ha che una base di U & costituita dai due vettori
vi=(1,0,-2,1) e vo=(1,1,0,-1). Tali vettori sono ortogonali rispetto al prodotto scalare
standard perché il loro prodotto scalare standard & nuilo. Allora (vi,vy) & una base
ortogonale di U'. Normalizzando fale base, si ha la base ortonormale (vi",v2") di U,
essendo v, "=(1/6",0,-2/6",1/6"), vy'=(1/3",1/3" 0,-1/3"%).




ESAME DI GEOMETRIA Per FISICI (Lettere A-Co)
{Corso del Prof, R, MAZZOQCCO)
Testi e Soluzioni della Prova Scritta del 12-2-2014

i.1 Spazio euclideo numerico E?. Riferimento cartesiano_canonico RC((;ey,e2.63,64). Siano
assegnati i punti P=(0,0,-1,0), Q=(k+1,-k+1,2k-1,-2), R=(0,-1,0,0) ed R"=(1,-1,1,1), essendo
k un parametro reale, e gli iperpiani hi2xa+X3+x4+1=0, hi:x;+x2+x3+2=0, ho!x+x2+x4-1=0.

{a) Determinare equazioni cartesiane della retta ry passante per i punti P e Q.

(b) Determinare equazioni cartesiane della retta s passante per il punto R e perpendicolare
all’iperpiano h.

(¢) Determinare equazioni cartesiane della retta s” passante per il punto R’, parallela agli
iperpiani h; e h; e perpendicolare aila retta s. ‘

{(d) Determinare il valore kg del parametro k in corrispondenza del quaie la retta rg risulti
parallela alla retta s”.

(e) Indicata semplicemente con r la retta ry corrispondente al valore ko del parametro k, di cui
al quesito precedente, determinare equazioni cartesiane del piano p contenente le rette
parallelered s”.

(f} Determinare i versori delle rette parallele r ed s” entrambe orientate secondo le x4

crescenti,

Soluzione
(a) Equazioni della retta r,, in  forma di  rapporti  uguali, sono
Xk 1D=x2/(-k+1)=(x3+1)/(2k)=x4/(-2). Allora equazioni cartesiane di rx sono, per esempio,
2%+ (k+ D=0, 2x2-(k-1)x4=0, x3+kxy+1 =0.
(b) Essendo (0,2,1,1) coefficienti di giacitura dell’iperpiano h ¢ tenuto presente del passaggio
per il punto R=(0,-1,0,0), si ha che equazioni della retta s, in forma di rapporti uguali, sono,
per esempio, X/0=(x2+1)/2=x3/1=x4/1. Pertanto equazioni cartesiane della retta s sono, per
esempio, X,=0, Xo-2X4+1=0, x3-x4=0. )
(¢} Essendo (1,1,1,0) e (1,1,0,1) coefficienti di giacitura rispettivamente dell’iperpiano hy e
dell’iperpiano hy, si ha che, detti (1;",}1,"1s",147) i parametri direttori della retta 57, le condizioni
di parallelismo della retta s” con gli iperpiani h; e hy danno L™l "+l3"=0 ¢ 1"+ +14"=0.
Essendo (0,2,1,1) parametri direttori della retta s, la condizione di perpendicolarita della retta
s” con la retta s da 21,"+3™+14=0. Si ha allora, per esempio, (1;7,127,137,14)=(0,1,-1,-1). Tenuto
presente che la retta s” passa per il punto R"=(1,-1,1,1), si ha che equazioni della retta s” sono,
per esempio, (X;-1Y0=(xo+1)/1=(x3-1)/(-1)=(xs-1/(-1). Pertanto equazioni cartesiane della
retta 87 sono, per esempio, x;-1=0, xa+x4=0, x3-x4=0. ‘
(d) Essendo (k+1,-k+1,2k,-2) una quaterna di parametri direttori della retta ry e (0,1.-1,-1) una
quaterna di parametri direttori della retta s”, si ha che la condizione di parallelismo tra le rette
re ed s & espressa da rg(Ay)<2, essendo Ay la matrice avente come righe tali quaterne di
parametri direttori. Risulta facilmente rg(A¢)<2 se e soltanto se & k=-1 e quindi il valore
richiesto del parametro k & ko=-1.
(¢) Tl piano p contenente le rette parallele r ed s” pud essere ottenuto come piano passante per
il punto P=(0,0,-1,0) ed avente come giacitura W=Span(w,,wz), essendo w;=(0,1,-1,-1)
vettore direttore della rette parallele r ed s e wo,=R™-P=(1,-1,1,1)-(0,0,-1,1)=(1,-1,2,1). Si ha
allora che equazioni cartesiane del piano p possono essere ottenute imponendo che sia minore
di tre il rango della matrice che ha come righe (xy,X2,X3,%4), (0,1,-1,-1) e (1,-1,2,1).
Imponendo tale condizione, si ha che equazioni cartesiane del piano p sono, per esempio,
X1-X2-X3-1=0, X2+X4=0. .




(f) Rette parallele orientate concordemente hanno lo stesso versore. Essendo wi=(0,1,-1,-1) un
vettore direttore delle rette parallele r ed 57, si ha che i versori di tali refte sono i vettori unitari
+wflwyl=£(0,1,-1, 1);’3/2 L’orientazione deile rette parallele r ed s” secondo le x4 crescenti
implica che sia positivo il coseno direttore cosxsMr=cosx4s"; cid avviene scegliendo tra i due
versori +wy/lwyl=+(0,1,-1,-1)/3" quello che ha positiva la quarta coordinata e qu1nd1 ¢

vers(r)=vers(s )=(0,-1,1 Ned

1.2 Spazio vettoriale euclideo V dei vettori geometrici. Base ortonormale By= (i}, k) Siano
assegnati i vettori vi=-i+j, va=i+k, vi=-k

(a) Verificare che i vettori vy, v, v3 costituiscono una base dello spazio vettoriale euclideo V.
(b) Determinare gli angoli convessi formati dalle coppie di vettori della base (vy,v2,v3).

(¢) Applicando il procedimento di ortogonalizzazione di Gram Schmidt alla base (vy,va,v3) e
normalizzando, determinare una base ortonormale By'=(i",j",k”) dello spazio vettoriale
euclidec V.

{d) Determinare la matrice del cambiamento di base nel passaggio dalla base By alla base By~
e dire di che tipo & tale matrice.

(e) Determinare il vettore Sw(v) immagine del vetiore v=3k nella simmetria ortogonale di V

rispetio al piano vettoriale W=Span(v;,vs).

Soluzione
(a) La matrice quadrata che ha come colonne le colonne delle coordinate dei tre vettori v, vz,
v3 ha determinante uguale ad !#0 e quindi tali vettori sono linearmente indipendenti. Essendo
tre la dimensione di V, st ha allora che (vy,v2,v3) & una base di V.
(b) Risulta cosvAva=v Xvy/(Ivilival)=-1/2 implicante v v,=(2/3)m, cosvi a=vxva/(Ivllvs)=0
implicante v Mva=n/2, COSVa M Va=<vaxva>/(Ivallva=-1/2" implicante v2"vi=(3/4)m.
{c) Il procedimento di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt applicato alla base (vi,v,v3) dala
base ortogonale (w1, w2, w3), essendo
W[—-V[»«-I-i-],
Wo=V3- (v;xw1/w1xw1)w[—f+k+(1f2)( i+))=(172)i+(1/2)j+k,
W3=V3-(V3XW /W XW W1 -(VaxXwaf WaXwo)wa=-k+(2/3)((1/2)i+(1/2)j+k)= .
-k+(1/3%+(1/3)§+(2/3)k=1/3)i+(1/3)j-(1/3)k. Normalizzando la base ortogonale (w,wy,wa), si
ha la base ortonormale By'=(i",j k"), essendo i=w/| wil=-(1N2)i+(1N2);,
i'=waf | wa | =(V2/2N3))i+ (N2/2N3N+HN2N K, K=wallws | =(¥3/3)i+(V3/3)j-(V3/3)k.
(d) La matrice del cambiamento di base nel passaggio dalla base By alla base By’ & 1a matrice
quadrata A avente come colonne le colonne delle coordinate dei vettori unitari ', {’, k”. Tale
matrice & ortogonale perché le basi By ¢ By’ sono ortonormai.
{e) Osserviamo anzitutto che per i teorema di Gram Schmidt risulta
W=Span(vy,vo)=Span(w;,wz2) ¢ quindi W=Span(i’,j"). Allora, essendo k” ortogonale a j" e j’, si
ha che k’eW". Essendo pot dim(WH=dim(V)-dim(W)=3-2=1, si ha che W' ha una base
ortonormale costituita dal solo vettore unitario k’. Pertanto risulta Sw(v)=v-2(vxkHk'=
3k=2((3k)xK") k'=3k+2V3((V3/3)i+(V3/3)j-(V3/3)k)=3k+2i+2j-2k=2i+2j+k.




2.1 Spazio cuclideo numerico B’ Riferimento _cartesiano canonico RC(0;e4,02,83,84). Siano
assegnati i punti P=(0,-1,0,0), Qx=(-2,1-2k k,2-k}, R=(0,0,-1,0) ed R"=(1,1,-1,1), essendo k un
parametro reale; e gli iperpiani hix +x2+2x3+1=0, hyixo+x3+x4+2=0, ha:xi+x3+x4-1=0.
(a) Determinare equazioni cartesiane della retta rx passante per i punti P e Qy.
(b) Determinare equazioni cartesiane della retta s passante per il punto R e perpendicolare
all’iperpiano h. '
{c) Determinare equazioni cartesiane della retta s” passante per il punto R’, parallela agli
iperpiani h; e h; e perpendicolare alla retta s.
(d) Determinare il valore ko del parametro k in corrispondenza deil quale [a retta vy risulti
parallela alla retta s”.
(e) Indicata semplicemente con r la retta r corrispondente al valore kg del parametro k, di
cui al quesito precedente, determinare equazioni cartesiane del pianc p contenente le
rette parallele red s”.
(fy Determinare i versori delle rette parallele r ed s” entrambe orientate secondo le x;

decrescenti.

Soluzione
Procedendo come nell’esercizio 1.1 si ha:
(a) equazioni cartesiane di ry sono, per esempio, {k-1)x;-x2-1=0, kx +2x5=0, (k-2)x,-2x4=0;
{b) equazioni cartesiane di s sono, per esempio, x1-x2=0, 2x-x3-1=0, x4=0;
(c) equazioni cartesiane di s” sono, per esempio, x1-X=0, x1+X3=0, x4-1=0;
(d} le rette ry ed s” risultano parallele per k= ko=2;
(e) equazioni cartesiane di p sono, per esempio, X;+X3=0; Xo+X3-Xq+1=0;
(£} vers(r)y=vers(s)=(-1,-1,1 ,O)B%.

2.2 Spazio vettoriale euclideo V dei vettori geometrici. Base ortonormale By=(i,j,k}. Siano
assegnati i vettori vi=j-k, vo=i+k, vi3=-i.

(a) Verificare che i vettori vy, v, v3 costituiscono una base dello spazio vettoriale euclideo V.
(b) Determinare gli angoli convessi formati dalle coppie di vettori della base (vy,v2,v3).

{c) Applicando il procedimento di ortogonalizzazione di Gram Schmidt alla base (v, va,v3) €
normalizzando, determinare una base ortonormale By™=(i",i"k"} dello spazio vetforiale
eunclideo V.

(d) Determinare la matrice del cambiamento di base nel passaggio dalla base By alla base By~
e dire di che tipo ¢ tale matrice.

(e) Determinare il vettore Sw(v) immagine del vettore v=3i nella simmetria ortogonale di V
rispetio al piano vettoriale W=Span(v,v2). )

Soluzione
Procedendo come nell’esercizio 1.2 si ha;

(a) 1 tre vettori vy, v, v3 costituiscono una base perché risultano linearmente indipendenti ed &
dim(V)=3;

(b) risulta v ,=(2/3)m, v, vi=r/2, varva=(3/m; _

{c) risulta By'=(",j’,k"), essendo i'=w,/ | W1I=(1/\(2)i-(1/\/2)j,

i'=waf | wa | =(V21(33))i+(F212N3))+ (V21 2N3)K, K'=walws | =-(V373)i+(V3/3)i+(V3/3)k;




(d) ta matrice del cambiamento di base nel passaggio dalla base By alla base By~ & la matrice
che ha come colonne le colonne delle coordinate dei vettori unitari i°, j°, k~, tale matrice &
ortogonale perché le basi By ¢ By~ sono ortonormali;

(e} si ha che W=Span(i’,j’) e che W' ha una base ortonormale costituita dal solo vettore
unitario K, pertanto | risulta Sw(v)=v-2(vxkk"=3i-2((31)xk )k =
3i42V3(-(¥3/3)1+(V3/3)+(3/3)K)=i+2j-+2k.




ESONERO DI GEOMETRIA Per FISICI (Lettere A-Co)
(Corso del Prof, R. MAZZOCCO)
Testi e soluzioni della prova scritta del 20-6-2014

1. Spazio_euclideo ordinario E. RC(O;i,j,k). Siano assegnati i punti Pp(1,-1,h), Qn(h,1,1),
Ru(-1,-h,1), A(1,1,1), B(1,-1,1), i piani py:x-2=0, pa:x-y+2z-1=0 e le rette ry: (x-1)2=y/1=2/(-1),
22 x/t=(y-1)/(-1)=(z-1)/2, essendo h un parametro reale. '

(a) Determinare il valore hy del parametro h in corrispondenza del quale i punti Pyp(1,-1,h),
Quth,1,1), Ry(~1,-h,1) risultino allineati e, indicati semplicemente con P, Q, R i punti
corrispondenti a tale valore del parametro, determinare equazioni cartesiane della retta s;
individuata dai punti P, Q, R,

{(b) Determinare equazioni cartesiane della retta s, asse del segmento AB sul piano p;.

(¢) Determinare equazioni parametriche delle rette ry e ry.

(d) Determinare equazioni cartesiane della retta ss incidente le retie ry e r; e perpendicolare al
piano pa.

(€) Decomporre il vettore v(1,i,1) nella somma di tre vettori vy, vz e v3 appartenenti
rispettivamente alle direzioni Wy, W, e W3 delle rette sy, s ed sa.

Soluzione
(a) I punti Pp(1,-1,h), Qu(h,1,1), Ry(-1,-h,1) risultano allineati se e soltanto se i vettori
geometrici rappresentati rispettivamente dai segmenti orientati P,Qy, ¢ PuRy sono linearmente
dipendenti. Tali vettori, aventi rispettivamente coordinate (h-1,2,1-h) e (-2,1-h,1-h), risultano
linearmente dipendenti se e soltanto se ¢ h=-1, quindi & hy=-1. Alora i punti che
corrispondono a tale valore del parametro sono P((1,-1,-1), Q(-1,1,1) ed R(-1,1,1). Equazioni,
in forma di rapporti uguali, della retta s; sono, per esempio, (X-D/(-2)=(y+1)/2=(z+1)/2 ¢
quindi equazioni cartesiane di s sono, per esempio, X+z=0, y-z=0. Osserviamo esplicitamente

che, stante il significato geometrico dei denominatori nelle equazioni di una retta in forma di

rapporti ugnali, parametri direttori della reita s; sono, per esempio, (l;,my,n)=(1,-1,-1).

(b) La retta s,, asse del segmento AB sul piano p;, pud essere ottenuta come retta passante per

il punto medio M(1,0,1) del segmento AB, giacente sul piano p; e perpendicolare al vettore

geometrico rappresentato dal segmento orientato AB. Essendo (1,0,-1) coefficienti di giacitura

del piano p1 e (0,-2,0) le coordinate del vettore geometrico rappresentato da AB, detti

(12,mp,ny) 1 parametri direttori della retta s,, le condizioni assegnate sulla retta s, danno l;-

ny=0, -2my=0 e quindi, per esempio, (I,mz,n2)=(1,0,1). Allora equazioni, in forma di rapporti

uguali, della retta s, sono, per esempio, (x-1)/1=y/0= (z 1)/1. Pertanto, equazioni cartesiane di

$2 SONO, per esemplo x-z=0, y=0.

(¢) Dalle equazioni delle rette r; e ry, che sono in forma di rapporti uguali, si trae

immediatamente che equazioni parametriche di tali rette sono, rispettivamente, x=142t;, y—tl,

z=-11, LieR, e x=h, y=1-b, 2z=142t, HeR.

(d) La retta s3 pud essere ottenuta imponendo alla retta generica passante per un punto di 1

per un punto di r» la condizione di perpendicolarita col piano p,. Tenute presenti le equazioni

parametriche delle rette r; e rp di cui al punto precedente, si ha che equazioni, in forma di

rapporti uguali, di una retta generica incidente le rette 1y ed ry sono, per esempio, (x-

F-20 )/ (- 1-2t ) =(y-t /(1 -ta-t D=(z+;)/{142t-+1;). Parametri direttori di tale retta sono, per

esempio, (t-1-2ty,1-t-t, 1+2t,+t;). Imponendo che tali parametri direttori siano proporzionali

ai coefficienti di giacitura (1,-1,1) del piano py, si ha il sistema 3(,=0, -t-3(;-2=0 che da t,=0,
t,=-2. Andando a sostituire tali valori nelle equazioni di tale retta generica, si ha che
equazioni, in forma di rapporti uguali, della retta s3 sono: (x-1)/(-3)=y/3=2/(-3) e quindi




equazioni cartesiane, per esempio, X-z-1=0, y+z=0. Osserviamo esplicitamente che parametri
direttori della retta s3 sono, per esempio, (I3,ma,n3)=(1,-1,1).

(e) Dai punti (a), (b), (d) si evince immediatamente che vettori direttori delle rette sy, s2 ed s3
sono, rispettivamente, wi(1,-1,-1), w2(1,0,1) e ws(1,-1,1}. Allora i vettori vy, vz, v, tali che
v=v;+vy+vy, dovendo appartenere, rispettivamente, alle direziomi di s;, 83 e 83 sono tali che
VI=PIW, Va=PaWa, Va=P3wa, essendo Py, P2, P3 tre opportuni numeri reali da determinare,
Traducendo scalarmente I'uguaglianza vetioriale v=p,w+pawy+p3ws, si ha il sistema lineare
1=pi+patps, 1=-p1-P3, 1=-pi+p2t+ps che da p;=0, p2=2, ps=-1. Pertanto risulta v,(0,0,0),
va(2,0,2), va(-1,1,-1).

2. Spazio vettoriale reale V di dimensione quattro, Base By=(vy,v2,v3,va). Sia assegnata la
funzione reale b :¥YXV—R, definita da
b(v,W)=2X1Y1+X 1Y4+X2Y2 -X2Y3-X3Y2+2X3Y3+XaY1+XaY4,
essendo V=X ViRXo VX 3VatXaVy € WYV HYaVo+YaVa+yavy,
(a) Verificare che b & una forma bilineare simmetrica reale definita positiva ossia che ¢ un
prodotto scalare.
{h) Posto b(v,w)=<v,w>, scrivere I’espressione di i v , 2 rispetto alla base By,
(c) Determinare gli angoli convessi formati dalle coppie di vetiori della base By.
(d) Applicando il procedimento di ortogonalizzazione di Gram Schmidt alla base By e
normalizzando, determinare una base di V ortonormale rispetto al prodotto scalare <
L >
(e) Determinare il vettore Sw(-v4), immagine del vettore -v,4 nella simmetria ortogonale
rispetto a W, essendo W=Span(vy,vs,v3).
Soluzione
(a) Risulta b(v,w)="XAY, essendo X=(x1,x2,X3,X4), A la matrice quadrata avente come righe
AY=2,0,0,1), AP=(0,1,-1,0), AP=(0,-1,2,0), AP=(1,0,0,1) e *Y=(y1.y2,y3.¥4). Pertanto la
funzione reaie b & una forma bilineare reale, Essendo A una matrice simmetrica, la forma
bilineare reale b & simmetrica, Risulta infine deE(A“,;))=2>O, det(A(g,g))=2>0, det(A(3'3))=2>0,
det(Auq))=10 e quindi, per il criterio di positivitd di Hurewicz, la forma bilineare simmetrica
reale b & definita positiva ossia & un prodotto scalare.
(b) Da WV WH=2X Y 1Y YaHXoY2-X2Y3-X3Ya+ 2 X3 Y3+ X Y1 +XaYa si frae
1 v l 2=<V,V>=’2X;2+2X]X‘;+X22-2X2X3+2X32+X42.
(c) Si ha cosv " va=wvy,vpl( f Vi l !vz l =0=v M vo=Td2,  cosvy M va=avy, vas/( 1 Vi I 'V3 l =0
=v, " vy=1/2, cosvl"v4=<v1,v4>/(lv|! |v4 [)=1/2V’:>v;"V4:n/4, cosvy va=ava, var/( [vz! IV3})=
112 = vy =3I , coSVy Va=<va, Vi l( l o t ! Vi l Y=0=>vy vy=/2,
COSV3AV4=(V3,V4>/( I V3 l ] V4 1 =0= V3AV4=7f/2.
(d). I procedimento di Gram Schmidt, applicato alla base By da la base ortogonale
(W1, Wi, W3, Wa), essendo Wi=Vy, WymVa-(«Vo, W /W [, W )W =Va-(sVa, V /¥, V5 )V =V,
Wa=v3-(<V3, W/ <W 1, W )Wy -(<vs, War/ cWo, W YWo=
V3-(<V3,V]>/<V1,Vg>)\/;-(<V3,V2>/<V2,V2>)V2=V2+V3,
W4=V4-(<V4,W;>/<Wg,Wp)W1-(<V4,Wz)/<W2,Wg))\’&z—((V‘;,Wg)/(\Vg.,W3>)W3=V4-(<V4,V1>/<V1,V1>)V1-
(v, v/ ova, v )va-{¢vy, Yok Vs <Vt vy, Vb vas {vatva)=-(1/2)v +va.
Essendo ]wi |2=2, [w2f2=1, l\v312:i, |w4l2=]/2, si ha che 1 vettori ulzwlllw[ |=(1/2’/‘)v1,
tpz=Wof fwz]:vz, U3=wa/ ] W3IEV2+V3 e uy=wy/ ]W4 | =-(2%/2)V1+2%V4 costitwiscono una base
ortonormale di V., :
() 1l procedimento di ortogonalizzazione di  Gram-Schmidt & tale che
Span(vy,va,v3)=Span{w;,w,w1). Ovviamente & anche Span(u, ,112,113):Span(w1,wz,W3) e quindi




(n1,uz,u3) & una base ortonormale di W=Span(vy,vs,vs). Allora W & un iperpiano di V ¢
WE=Span(uy). Si ha pertanto Sw-Va)=-V4-2Pw' (-va)=
V2V, UpW=-V-24-Va, (220 142 v (27121 42 v ) =-va- 2212 (-(V 272 v 142 v g)=

VgV +2V4=-V+va,




ESAME DI GEOMETRIA Per FISICI (Lettere A-Co)
{Corso del Prof. R. MAZZOCCQ)
Testi e soluzioni della prova scritta del 23-9-2014

1. Spazio euclideo numerico E. Riferimento euclideo canonico RC(0;eq,e0,83,24). Siano
assegnati i punti P=(0,1,1,0), P,=(1,1,1,1), P,=(1,0,0,1), gli iperpiani h:x;-xp#X3-x4+1=0,
h X +xa+x4-1=0 e le rette nXi+xo=0, X3=0, X1-Xg+1=0, r;:(x;-10=x2/1=x3/(-1)=x4/1,
r2:X1=1+1, Xo=-17, X3=241t7, x4=3, LR,
(a) Determinare equazioni cartesiane della retta r” passante per il punto P, parallela agh
iperpiani h ed h” e perpendicolare alla retta r,
(b) Determinare equazioni cartesiane dell’iperpiano h; passante per il punto P; e
perpendicolare alia retta t;.
{c)} Determinare equazioni cartesiane dell’iperpiano h, passante per il punto P, e
perpendicolare alla retta r,.
(d) Verificare che il sottoinsieme S=h;mh; & un sottospazio affine di E! ¢ determinarne la
dimensione.
(¢) Determinare la mutua posizione della retta r” ¢ del sottospazio affine S.
Soluzione
(a) Coefficienti di giacttura degli iperpiani h ed h” sono, rispetiivamente,
(ap,az,a3,a4)=(1,-1,1,-1) e (ai",a2",a3",24)=(1,0,1,1). Posto x;=t nelle equazioni cartesiane della
retta r, si ha che equazioni parameiriche di r sono x;=t, X;=-t, x3=0, x4=1+i, teR e quindi
parametri direttori di r sono (13,52,13,14)=(1,-1,0,1). La retta r” appartiene alla stella di rette di
vertice il punto P e quindi ha equazioni, in forma di rapporti uguali, del tipo
X/l " =(%o- 1) "=(x3-1)/13"=x4/l4", con (1,"]2",13",1s") parametri direttori da determinare. La
condizione di parallelismo di t” con I'iperpiano h, la condizione di parallelismo di r” con
Viperpiano h” e la condizione di perpendicolaritd di r” con la retta r danno rispettivamente
L7 +H3%14'=0, 1) +13"+14"=0 e 1,"-I"+14"=0. Pertanto parametri direttori di r” sono, per
esemptio, (117.127157,14)=(3,2,-2,-1). Allora equazioni, in forma di rapporti uguali, di r* sono,
. per esempio, X1/3=(x3-1)2=(x3-1)/(-2)=x4/(-1) e quindi equazioni cartesiane di 1’ sono, per
esempio, Xi/3=x4/(-1), (X2-1)/2=x4/(-1), (X3-1}/(-2)=x4/(-1), ossia x;+3x4=0, x2+2x4-1=0,
X3-2x4-1=0.
(b) La retta r; & assegnata mediante equazioni in forma di rapporti uguali. Stante il significato
geometrico dei denominatori in tali equazioni, si ha che parametri direttori di tale retta sono,
per esempio, (0,1,-1,1). Allora I’iperpiano h; passante per Py e perpendicolare alla retta 1y,
dovendo avere i coefficienti di giacitura proporzionali a tali parametri direttori, ha come
equazione cartesiana, per esempio, Xa-1-(x3-1)+x4-1=0, ossia X3-X3+X4-1=0.
{c) La retta rp & assegnata mediante equazioni paramectriche nel parametro t;. Stante il
significato geometrico dei coefficienti del parametro t, in tali equazioni, si ha che parametri
direttori di tale retta sono, per esempio, (1,-1,1,0). Allora ’iperpiano h, passante per P; e
perpendicolare alla retta r;, dovendo avere i coefficienti di giacitura proporzionali a tali
parametri direttori, ha come equazione cartesiana, per esempio, X;-1-X,+x3=0, ossta Xi-
Xa+x3-1=0,
(d)y Equazioni cartesiane di S=hymhs sono Xp-xat+x4-1=0, x}-X2+x3-1=0. 1 sistema hneare che
rappresenta S ¢ equivalente al sistema lineare a scala di due equazioni in quatiro mcogmte Xi-
X2+X3-1=0 Xo-X3+x4-1=0, il quale & compatibile. Pertanto S & un sottospazio affine di R? con
giacitura W: X2-x3+x4=0, x1-X2+x3=0 e quindi di dimensione 2, ossia S & un piano.
(e} Andando a sostituire i parametii direttori 3, 2, -2, -1 della retta r* rispettivamente al posto
di Xy, X2, X3, X4 nelle equazioni cartesiane della giacitura W di S, si ha 3=0, -1=0, onde 1a




retta r” ed il piano S non sono paralleli. Dalle equazioni in forma di rapporti uguali delia retta
r’ si trae immediatamente che equazioni parametriche di 1" sono x;=3t", xo=1+2t", x3=1-2t",
Xq=-t", t’eR. Il punto generico variabile sulla retta r” ha allora coordinate cartesiane
(3t,1+2t7,1-2t°,-t"). Andando a sostituire tali coordinate rispeftivamente al posto di
X1, X2, X3, X4 nelle equazioni cartesiane di S si ha 142t"-(1-2¢)-t"-1=0, 3t"-(1+2t)+(1-2t")-1=0,
ossia 3t"-1=0, -t-1=0. Allora nessun punto di r” appartiene a S, ossia r” ed S sono disgiunti.
Pertanto r” ed S non essendo paralleli ed essendo disgiunti sono sghembi,

2. Spazio vettoriale euclideo V dei vettori geometrici dello spazio euclideo ordinario. Base
ortonormale By=(i,j,k). Siano assegnati i vettori v,=(h-Di+(1-h)j+(1-h)k, vo=(1-h)i+(h-1)j-hk,
vi3=(h-1)i+(h-1)j, essendo h un parametro reale.
(a) Determinare il valore hg del parametro reale h in corrispondenza del quale (vy,v,,v3) sia
una base ortogonale di V e determinare esplicitamente tale base.
{b) Determinare la base ortonormale By’=(i",j",k”) che si ottiene normalizzando la base
ortogonale {v},vs,v4).
(¢) Determinare la mairice C del cambiamento di base nel passaggio dafla base
ortonormale By alla base ortonormale By e dire di che tipo & tale matrice.

(d) Assegnato il sottospazio vettoriale U:x+y+2z=0, 2x-y+z=0, determinare una base
ortonormale di U ed una base ortonormale del sottospazio vettoriale W=U",

{e) Determinare la proiezione ortogonale Pw(v) del vettore v=31 su W.
Soluzione

{a) Indicato con X il prodotto scalare ordinario, si ha che i vetiori v, v, v3 costituiscono una
base ortogonale se e soltanto se vixva=0, v;xv3=0, vsxv4=0 e nessuno di loro & il vettore
nuilo. Ma & vixve=(h-1)(1-0)+(1-h)(h-1)-(1-h)h=-2h*+4h-2-h+h’=-h*+3h-2, vixvs=(h-1)*+
(1-h)(h-1)=0, voxvs=(1-h))(h-D+(h-1)’=0. Allora i vettori i vettori v;, vy, V3 costifuiscono una
base ortogonale se e soltanto se risulta -h’+3h-2=0 e nessuno di loro & il vettore nullo.
Soluzioni deil’equazione di secondo grado sono h=1 ed h=2, Per h=1 si ha che i vettori v, ¢ v4
sono nulli, quindi tale valore del parametro & da scartare. Per h=2 nessuno dei tre vettori
coincide con il vettore nullo quindi il valore hy richiesto & 2. I vettori richiesti sono allora
vizi-i-k, vo=-i4j-2Kk, va=it.
(b) Risulta Iv)1=3"%, Ivol=6", lv4l=2". Pertanto la base ortonormale By’=(1",j°,k") richiesta & tale
che '=vi/vil=3"(i-j-K), =6 (-i+j-2k), k'=2"(i+).
(¢) La matrice C del cambiamento di base, nel passaggio dalla base ortonormale By afla base
ortonormale By~ ha come righe: CP=(37-6%2"), CP=(-3%6"2%), C®=(-3% (.2)67,0).
Tale matrice & ortogonale perché esprime il cambiamento tra due basi ortonormali.
(d) Risulta immediatamente U={t(i+j-k)lteR }, quindi U & una retta vettoriale ed una sua base &
costituita, per esempio, dal solo vettore u=i+j-k. Una base ortonormale di U & allora costituita
dal solo vettore unitario u'=3"(i+j-k). Stante il significato geometrico dei coefficienti delle
incognite nelle equazioni cartesiane omogenee di un sottospazio vettoriale, si ha che una base
di W=U" & costituita dai vettori w)=i+j+2k, w,=2i-j+k. Tali vettori non sono ortogonali
perché risuita wyxw,=37#0 . Applicando il procedimento di ortogonalizzazione di Gram
Schmidt ai vettori wy, wz si ha la base ortogonale (w,",wy"), essendo w|’= w;=i+j+2k,
Wa =wa-((Waxw M (wixXw))w=2i-j+k-(3/6)(1+j+2k)=(3/2)i-(3/2)]. Essendo Iw,1=6",
lw,1=3/2", si ha che una base ortonormale di W & costituita dai vettori unitari W= wiflwy =
65 (1+j+2K), w"= W Tlwy 1=(2713) ((312)1-(312)7)=27(i-).
(¢) Essendo W=U', risulta  Pw(v)=v-Py(v)=v-(vxudu'=3i-(3ix3 " (i+j-k))3 " (i+j-k)=
3i-i-j+k=2i-j+k.




