Geometria Differenziale
Foglio9 (11 gennaio 2016) - Prof. P. Piccinni

Esercizio 1. In R?, con coordinate cartesiane (x,y), siano date le forme differenziali

Y x 2y(x —1)
w = (_x2+y2 +l’> dl‘+ ({E2+y2 +y) dy7 n= (x2+y2)2d$/\dy

i) Determinare gli aperti A, e A, ove w ed n, rispettivamente, sone definite.
ii)) Stabilire se le forme assegnate sono esatte. In caso affermativo scriverne una primitiva.

iii) Sia c: [1,2] x [0, 27] — R? la corona circolare parametrizzata da
c(p,0) = (p cosb, p sinb)

e con bordo dc = S3 U S} | 'unione delle due circonferenze (opportunamente orientate!) di centro l'origine e di
raggio rispettivamente 2 e 1. Calcolare i due integrali:

/w, /n.
dc c

Soluzione i) Si ha 4, = 4, = R?\ {(0,0)}.

i) w=w; + wsy, ove

Yy X

Allora w ¢ somma di una forma chiusa, ma non esatta, e di una forma esatta. Pertanto w ¢ chiusa, ma non
esatta.

7 € chiusa, in quanto ¢ una 2—forma, e in A, I'unica 3—forma ¢ quella nulla. Per stabilire se ¢ esatta, cerchiamo
una l-forma vy di A, tale che n = d. Cio equivale a stabilire se esistano funzioni f e g differenziabili in A, tali
che

v=fdr+gdy, n=dy.

dy = (Cag—af)dac/\dy

Poiché

dr Oy

cerchiamo soluzioni dell’equazione

dg Of  2y(x—1) 2xy 2y

ox  dy  (@P+y?)? @2 (@ +yP)

Si vede allora che 1

_ —__ ¥
f('ray)_ x2+y27 g(l’,y) $2+y2

sono due possibili funzioni. Allora una primitiva di n e
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iii) Applicando il teorema di Stokes e ricordando che w ¢ chiusa, si ha

/w:/dw:()
Jc c

for=fo=
c c dc

Anche per 7 si ha



Questo integrale puo essere calcolato in due modi diversi. Il calcolo diretto da

2 27 2 2 :
2p sin @ 0—1
/77=// C*n=// PR (pfos )pdpd9=0
c 1 Jo 1 Jo p

Se invece si vuole calcolare v lungo la 1-catena Jc, si osservi che dc = o — ag, ove

ay(t) = (2 cost,2 sint), as(t) = (cost,sint),t € [0, 27]

27 27
/v=/7—/ 7=/ ai‘v—/ sy =
de (e %1 [ 0 0

2m 2
:/ sintcostdt—(l/Q)/ costdt = 0.
0 0

Allora:

Esercizio 2. In R* — {0} e con riferimento a coordinate cartesiane (z1,22,73,74), si consideri la forma
differenziale

. r1dxo A daxs A dxy — xodxs A deg A dxq + x3dzs A dey A dee — xadry A des A das
- (@7 + 23 + 23 + 23)? '

i) Calcolare il differenziale dw.
ii) Si consideri in R* — {0}, per ogni r > 0, la 3-sfera di raggio r:

a, 1 [0,27] x [0, 7] x [0, 7] — R* — {0},
definita dalle seguenti equazioni parametriche (dove 6 € [0, 27, ¢ € [0, 7], % € [0, 7]):
x1 =1 cosf sinp siny,
o) = {72 S0 s sins

T4 =T COSY.

Calcolare I'integrale faT w e discutere la sua dipendenza da r.
iii) Il risultato del precedente calcolo fornisce qualche informazione sull’esattezza di w in R* — {0}?

Soluzione. i) Scriviamo per comodita w = %wm essendo:

f=(a}+ a3 + 23 +23)%,

e:
wo = T1dxo N dxs N dxy — xodxs A dry A dxi + x3dxg N\ dxy A dry — xadxi N dxo N dzs.
Risulta: ) if )
dw=d(=wgy) = ——5 ANwg + —dwyg.
(Feo)=—fa heot 5
Essendo df = 4(2? + 23 + 22 + 23)(z1dz1 + z2dxs + 23d23 + T4dT4), NE SEGUE:
do — _4(m1dm1 + xodro + x3dxs + x4dzy) Awo + 4(dxq A dxzg A dzs A dzy) _

(23 + 23 + 23 +23)3 (23 + 23 + 23 + 27)?
4(dxy Ndxg ANdes ANdxy)  4(dzy A dze A dzs A dxy)
(@7 + 23 + 2 + 23)? (@7 + 23 + 2 + 23)?

La forma w ¢ dunque chiusa in R* — {0}.

=0.

ii) I differenziali delle equazioni parametriche di «, sono:

dx1 = —rsinf sinp siny df 4+ rcosf cosy siny dy + rcosb sing cosy di,
dxy =1rcosf siny siny df + rsinf cosp siny dp + rsinf siny cosy diy,
dxs = —rsiny siny dp + rcosp cosy di,

dry = —rsiny dy.



Ne seguono le espressioni dei singoli addendi a numeratore della w:

z1dzo A drs A dey =14 cos? 0 sin® ¢ sint dO A dp A dip,
—zodrs Adrg Adzy =1 sin? 6 sin® © sin® Y di Adp A di,
x3drg A dry A doy = r* cos® ¢ sing sin® 1 df A dp A dvp,
—4dxy Adxg Adrs = r*sing cos? ) sin® 1 df A do A di.

Tenuto conto che le stesse equazioni parametriche di «,. danno che il denominatore di w & (22 +23+23+22)? = rd,
le precedenti espressioni forniscono, semplificando, la rappresentazione di w nei parametri di integrazione:

w =siny sin?1) do A do A di.

L’integrale richiesto & dunque:

2 ™ ™
/ w:/ / / sing sin® 1) df A dp A dip =
ar 0=0 J =0 Jy=0

- b [0

che non dipende dal raggio r.

T (2m)(2)(5) = 277,

iii) Si osservi che ;. & una parametrizzazione della 3-sfera S? di centro I'origine e raggio . Ne segue che w non
puo essere esatta. Infatti, se fosse w = dx per qualche 2-forma ¥, il calcolo del punto ii) e il teorema di Stokes

darebbero:
27r2:/ w:/ w:/ dx:/ X
ar S3 s3 83

e poiche 9S? = (), I'ultimo integrale risulterebbe nullo.

Esercizio 3. Si considerino in R?, con coordinate cartesiane (z,, 2):
a) il semicilindro (aperto) S definito dalle condizioni (2% + y? =1, z > 0),
b) il paraboloide ellittico 7~ di equazione cartesiana z = x2 + y2.

Si consideri poi I'applicazione differenziabile f : S — R? cosi definita:

f(z,y,2) = (z2,yz,2%), per ogni (z,y,z) € S.

i) Verificare che f ha valori nel paraboloide ellittico 7 e individuare il sottoinsieme 7o C 7 immagine di f.
ii) Dimostrare che f : 8§ — Tg ¢ un diffeomorfismo, costruendo la sua inversa g : To — S.

iii) Fissato in S il punto P = (0, 1, 2), si indichino due parametrizzazioni locali di S e di T intorno rispettivamente
ai punti P e f(P). Determinare quindi la matrice del differenziale dfp : TpS — Ty pyT, rispetto alle basi indotte
sui due piani tangenti dalle due parametrizzazioni scelte.

iv) Sia C Delica circolare (contenuta in ) parametrizzata da a(t) = (cost, sint, 2¢) con t > 0. Detto il vettore
tangente a C nel punto P = a(%), determinare il vettore immagine dfp (%), anche eventualmente utilizzando
la matrice del differenziale dfp ottenuta al punto iii).

Soluzione. i) Per ogni P = (z,y,2) € S [ovvero 2% + y? = 1, z > 0], risulta (v2)% + (y2)? = 22, e pertanto
f(P) € T. Inoltre f(P) # O, in quanto 2% > 0. Dunque im f = 7o = 7 — {0}. Per ogni Q = (z,y,2) € To, si
definisca ’applicazione

g:To—R?

nel modo seguente:

9(Q) = (\%\% z).

Si tratta di un’applicazione differenziabile, essendolo le sue componenti, e si ha:

(g0 f)(P) = g(az, yz, 2°) = (%, % Vz2) =P



(Fo90@ = (S 2ov) = (B2 D2V =0,

Pertanto g = f~! f ¢ un diffeomorfismo.
ii) S & parametrizzata, localmente intorno al suo punto P = (0,1,2), da
o(u,v) = (cosu,sinu, v), (u,v) € (—=m,m) x RT.
T ¢ parametrizzata globalmente da
Y(t,s) = (t, s, 12 + 32), (t,s) € R?.
Si ha:

P=¢(3.2), f(P)=(0,24) = (0,2),

e denotiamo le controimmagini di P e di @ nella rispettive carte con:

™

P1:(2,2)7 QIZ(O’Q)

Rispetto alle basi (¢u(P1), ¢u(P1)) e (¥:((Q1), ¥s(Q1)), il differenziale di f in P
dfp : TPS — Tf(P)T

si rappresenta con la matrice jacobiana (¢~ ofoga)/(Pl). Risulta: (¢ ~tofop)(u,v) = ¢~ (vcosu,v sinu,v?) =
(vcosu,vsinu) e quindi tale matrice jacobiana risulta:

—vsinu cosu)
veosu sinu/’

(6" 0 f o) (ww) =

In particolare nel punto P si ottiene:
B -2 0
Jpf= (e rou) ()= (7 Y).

iii) Si noti che a = ¢ o 3, con B(t) = (t, 2t), e che a(%) = (0,1,2) = P. Calcoliamo dfp(c/(%)) utilizzando la
matrice jacobiana Jpf rappresentante dfp e ottenuta al punto ii). Risulta

™

620‘/(2):(_1707%)7 @u(Pl):(_la(LO)v ‘pv(Pl):(QOvl)'

Dunque nella base (¢, (P1),9,(P1)) di TpS, il vettore & = o/(%) ha coordinate (1,2). Ne segue che la sua
immagine dfp(o/(%)) ha coordinate date dal prodotto righe per colonna

(0= ()

nella base (¥4(Q1)¥5(Q1)) del piano tangente TypyT. Si conclude che:

16

dfp(0) = dfp(a’(5)) = —2¢:(Q1) + %%(Ql) = (-2, %a ?)

)3



