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Capitolo 1

Definizioni e Proprieta

di Alice Cuzzucoli.

In questa prima sezione ci occupiamo di dare alcune definizioni di base riguardo
alla costruzione di metriche Hermitiane e Kéahleriane, in particolare sottolineando le
ipotesi richieste alla varieta per la loro definizione e le proprieta da queste soddisfatte.
Nei precedenti seminari abbiamo visto come sia possibile definire su di una varieta
differenziabile M l’endomorfismo J tale che J? = —Id definendo una struttura quasi
complessa su tale varieta. Nel seguito supporremo quindi di essere nelle ipotesi di una

varieta quasi complessa (M, J).

Metriche Hermitiane

Definizione 1.1. Una metrica hermitiana su una varieta quasi complessa € una

metrica riemanniana h tale che
h(X,Y)=h(JX,JY) VX, Y e TM

In particolare, questo significa richiedere che J sia una isometria rispetto alla metrica

riemanniana h.

Osservazione 1.1. Ogni varietd quasi complessa ammette una metrica hermitiana:

infatti, & possibile definirla come

hMX,Y) =g(X,Y)+g(JX,JY)



dove g ¢é la metrica riemanniana associata alla varieta M (la quale é sempre ben definita
dato che si tratta di una varieta differenziabile). Facilmente si verifica che h é una metrica

hermitiana sfruttando J?> = —Id e la bilinearita di g.

Definizione 1.2. La 2-forma fondamentale di una metrica hermitiana é definita come
QAX,Y)=h(JX,)Y)

Tale operatore risulta una 2-forma non degenere (poicheé definita a partire dalla

metrica) e antisimmetrica: infatti sfruttando J isometria per h e h riemanniana si ha
(X,)Y)=h(JX,Y)=—-h(X,JY)=—-h(JY,X) =—-Q(, X).

Definendo la metrica hermitiana, ci stiamo restringendo alla varieta TM (reale).
Volendo estendere la metrica della varieta quasi complessa al suo fibrato complessificato

TMC, estendiamo h per C-linearitd. Questa metrica soddisfa alcune proprieti:
1. h(Z,W)) =h(Z,W) VZ,WeTMC
2. WZ,Z)>0vZ € TM®
3. (ZW)=0 VYZWeTYM o VZ,W eT0,1M

Dove TVOM = {X —iJX|X € TM} e T"'M = {X +iJX|X € TM}.
Infatti, per Z = X7 +iY7 e W = X5 +iY5, sfruttando la C-linearita

h(Z,W) = WXy —iY1, Xo — 1Y3) = h(X1, X2) — h(Y1, Y2) — i[h(Y1, X2) 4+ h(h(X1, Y2)]

WZ, W) = (X1 + 1Yy, Xo +iY3) = h(X1, Xa) — h(Y1,Y2) + i[h(Y1, X2) + h(X1,Y2)]

da cui 'uguaglianza.

Per la seconda proprieta, se Z = X + 1Y, dato che h & metrica riemanniana, si ottiene:
MX +iY, X —iY)=h(X, X))+ h(Y,Y) +i[h(Y,X) - h(X,Y)] = (X, X))+ h(Y,Y)>0

Per la terza consideriamo il caso Z, W € THOM (il caso T%!'M & analogo). Siano quindi
Z=X—-1iJX eW=Y —iJY, per J isometria rispetto ad h risulta:

WX —iJX,Y —iJY) =h(X,Y) = h(JX,JY) —ih(JX,Y) —ih(X,JY) =
= h(X,Y) = h(X,Y) = ih(JX,Y) +ih(JX,Y) =0



Al contrario, un h tensore simmetrico su TMC tale che soddisfi tali proprieta risulta
definire una metrica hermitiana su T'M: infatti, per verificare la proprieta di isometria di
J consideriamo la terza proprietd applicata sia al caso TV°M che a T%!'M ottenendo le
uguaglianze:

hMX,Y)—=h(JX,JY)—ih(JX,Y) —ih(X,JY) =0

MX,Y)—=h(JX,JY)+ih(JX,Y)+ih(X,JY) =0
dalle quali, mediante la somma, si ha:
2h(X,Y) —2h(JX,JY) =0
ossia, h(X,Y) = h(JX,JY).
Abbiamo definito, nel precedente seminario, la struttura hermitiana per un fibrato

complesso: questa costruzione prevede un campo di prodotti hermitiani H sulle fibre di

m: E — M sopra i punti x € M che soddisfi le proprieta:
e H(u,v) C-lineare in u Vv € E,
o H(u,u) >0Vu+#0
e H(u,v) = H(v,u) Yu,v € E,

Per una varieta quasi complessa, sul fibrato tangente € possibile costruire una struttura

hermitiana a partire da una metrica hermitiana h definendo
H(X,)Y)=hX,Y)—ih(JX,Y)=(h—iQ)(X,)Y) VX, Y €eTM

Infatti H risulta C-lineare e positiva poiche definita mediante h, ed inoltre, sfruttando

la commutativita di h e 'anticommutativita di 2 si ottiene:

H(X,Y)=h(X,Y)—iQX,Y) = h(Y,X) +iQY,X) = H(Y, X)

Al contrario, data una struttura hermitiana H su TMC, questa in coordinate risulta

n
H = Z Hopdz® @ dz°
a,b=1



la quale, mediante il cambio di coordinate z%* = z% + iy?, si esprime come

H= > Hyl(da" +idy") ® (da’ — idy")] =
a,b=1

n
= Y Hypl(da" @ da® + dy* @ dy’) — 2i(da® A dy’)]
ab=1
ossia, ¢ scomponibile in una parte simmetrica, rappresentata dai prodotti dz® @ da® +
dy® ® dy®, e da una antisimmetrica data dai wedge dz® A dy®. In altre parole, la metrica
hermitiana richiesta si ricava restringendosi alla parte reale della struttura H, mentre la
parte immaginaria rappresenta la 2-forma fondamentale (antisimmetrica).

In definitiva,
h =Re(H) Q=JIm(H)

Nel caso in cui ci troviamo su (M?", J, h) varietd complessa hermitiana, sappiamo che
esiste localmente un sistema di coordinate olomorfe per il fibrato tangente TMC. E utile
quindi avere una ricostruzione della metrica mediante tali coordinate olomorfe, i quali

coefficienti risultano espressi mediante

o 0
hei = Mpa z)

In coordinate, abbiamo una espressione per {2:

Lemma 1.1. Q =14} 05 | h zdz® A dz’.

Dimostrazione. Basta calcolare Q per i campi in TMC 8% e %:
o 0 o 0 o 0 o 0
—hi 0

— —=)=h(Jz—, — i——=) = ih(=—, —%).
(820“ 825) ( 0z’ 525) ( 0zo’ 825) (aza’ 825)
In particolare, dalla proprieta 3 della metrica h, due vettori dello stesso autospazio
sono ortogonali rispetto ad h, quindi dei prodotti in coordinate sopravvive solo la parte

antisimmetrica. OJ

Metriche Kahleriane

Definizione 1.3. Una metrica hermitiana h su di una varieta quasi complessa ¢ detta

metrica kahleriana se risulta:



1. NV =0
2.dQ)=0

La condizione 1 (tensore di torsione nullo) si traduce come J integrabile sulla varieta
quasi complessa, il che suggerisce il fatto che stiamo in realta su una varieta complessa. La
condizione 2 la interpretiamo nei termini del i90-lemma: come abbiamo visto, questo ci
assicurava, per una 2-forma chiusa w su M, 'espressione del tipo w = i@0u in un intorno
U di un punto x € M per qualche u reale definita sul tale aperto.

Se consideriamo quindi localmente la 2-forma fondamentale €2, questa in coordinate risulta

. o2 . —_—
della forma €2 =i ai auzﬁ dz® A dz®, e confrontando con l'espressione del lemma si ottiene
una espressione locale per i coefficienti A 0B = 831 ggﬁ. Percio la condizione di chiusura

equivale alla possibilita di esprimere localmente i coefficienti della 2-forma fondamentale
in termini di derivate seconde di una unica funzione reale rispetto alle coordinate olomorfe.
La funzione u in tal caso & detta potenziale kihleriano (locale) della matrica h.

Siamo ora pronti a formalizzare il concetto di varieta Kéleheriana:

Definizione 1.4. Sia (M,g) varieta riemanniana, una struttura kdlheriana su M é
data da un campo di endomorfismi J € End(TM) e una 2-forma Q (detta forma di
Kdlher) che soddisfi le condizioni:

1. J ¢ struttura quasi complessa (J?> = —1d)

NS}

. € possibile definire una metrica hermitiana h rispetto a J (h(X,Y) = h(JX,JY)
VX,Y € TM)

3. Q(X,Y)=h(JX,Y)VX,Y € TM

4. Q & chiusa (d2=0)

O

. J ¢ integrabile (N’ =0)
Una varieta che ammette una struttura Kdhleriana € detta varteta Kahleriana.
Alcune varietd che ammettono strutture Kéhleriane sono ad esempio:

e (C",<,>) con <,> prodotto hermitiano standard, per il quale abbiamo visto che

nel passaggio di coordinate da complesse a reali tale prodotto risulta scomponibile



in una parte reale ed una immaginaria, ossia il prodotto scalare standard su R?" e
la 2-forma di Kéhler .
i _
Q=-) dz*Adz* =i00|z|?

e (CP" wrg) con wpg metrica di Fubini-Study, da cui la 2-forma di K&hler risulta
Q= %65109(]2\2)

e Le superfici di Riemann, in quanto sono delle superfici reali 2-dimensionali orientate,
quindi ammettono una struttura quasi complessa J che risulta integrabile, ed inoltre

dQ) = 0 dato che si tratta di una 3-forma su una superficie 2-dimensionale.



Capitolo 2

Due caratterizzazioni delle

metriche kahleriane

di Alessio Cipriani.

Lo scopo di questo seminario & dare due caratterizzazioni delle metriche kdhleriane che
poi saranno sfruttate anche successivamente.
La prima mette in relazione le condizioni che garantiscono che una metrica sia kahleriana
con la connessione di Levi-Civita associata alla metrica presa in considerazione, mentre la
seconda da una descrizione analitica.

Insieme al fatto che J? = —Id, sara molto utile il seguente

Lemma 2.1. Sia h una metrica hermitiana su una varieta quasi complessa (M, J), allora:
i) gli operatori J e VxJ anticommutano, ovvero J(Vx)Y = —(VxJ)(JY) VY
it) h(VxJ)Y,Z)=—-h(Y,(VxJ),Z) VX,Y,Z.

Dimostrazione.
i) Sfruttando che (VxJ)Y = VxJY — JVxY e svolgendo i calcoli si ha che

J(VxJ)Y = J(VxJY — JVxY) = JVxJY — J2VxY
= JVxJY + VxY



mentre
(VxJ)(JY) =VxJ?Y — JVxJY =Vx(-Y) - JVxJY
= —VxY - JVxJY

da cui segue la tesi.

i7) Calcolando esplicitamente si ha che

W(Vx )Y, Z) = h(VxJY,Z) — h(JVxY,Z) = h(VxJY,Z) + h(VxY, JZ)
= Xh(JY,Z) = h(JY,VxZ) + XY, JZ) — h(Y,VxJZ)
= Xh(JY,Z) — h(JY,VxZ) — Xh(JY,Z) — h(Y,VxJZ)
= W(Y,JVXxZ) — h(Y,VxJZ) = h(Y,IVxZ —VxJZ)
= h(Y,~(VxJZ — JVxZ)) = —h(Y,VxJZ — JVxZ)
= —h(Y,(VxJ)Z).
O

Lemma 2.2. Sia h una metrica hermitiana su (M, J) varieta quasi complessa con V la

connessione di Levi-Civita associata, allora
J ¢&integrabile < (VyxJ)Y =J(VxJ)Y VXY € TM.

Dimostrazione.
<) : Vo € M, estendendo X e Y a campi vettoriali su M in modo parallelo rispetto a V,
si ha che
N (X, J)=[X,Y]|+J[JX, Y]+ J[X,JY] - [JX,JY]
=VxY -Vy X+ J(VyxY = VyJX)+ J(VxJY = Vv X) - VxJY +V,vJX
=(VxY +JVxJY)— (Vy X +JVyJX)+ J(VixY + JVixJY)+
+ (Vi JX — IV v X)
=J(VxJY —JVxY)—-J(VyJX — JVyX) — (VyxJY — JV;xY)+
+ (VyyJX — IV v X)
=J(VxJ)Y = J(Vy )X — (Vyx )Y + (Vv J)X
= (J(Vx )Y = (VyxJ)Y) = (J(Vy )X — (Vv J)X)



e visto che per ipotesi (V xJ)Y = J(VxJ)Y VX,Y € TM si ottiene che N’ = 0.

=) :Viceversa sia N/ = 0 e definiamo
A(X,Y. Z) = h(J(VxD)Y = (VxJ)Y, 2);
dato che
0=N/(X,Y) = (J(VxJ)Y = (VxJ)Y) = (J(Vy )X = (Vv J)X)
si ottiene che
J(Vx )Y — (VyxJ)Y =J(VyJ)X — (VyvJ)X
da cui
A(X,Y.2) = A(Y, X, 2), (2.1)

ovvero A € simmetrico nelle prime due variabili. Si ha inoltre che
cioe A e antisimmetrico nelle ultime due variabili, infatti

AX,Y,Z) = h(J(VxJ)Y — (Vyx )Y, Z)

(J(Vx )Y, Z) = h((VyxJ)Y, Z)
(JAVx )Y, JZ) = h((VsxJ)Y, Z)
= —h((VxJ)Y,JZ) = h((Vix )Y, 2)
=h(Y,(VxJ)JZ) + WY, (VxJ)Z)
= WY, J(VxJ)Z)+h(Y,(VixJ)Z)
= —h(Y,J(VxJ)Z — (VixJ)Z)
hMJI(VxJ)Z - (VixJ)Z,)Y)
A(X,Z,Y).

=h
=h

Operando quindi con permutazioni cicliche e sfruttando la commutativita nelle prime due
variabili e anticommutativita nelle ultime due variabili di A si ottiene che

AX)Y,Z)=A(Y,X,Z) = —A(Y,Z,X) = —A(Z,Y,X) = A(Y, Z, X)
= —A(Y,X,2)=—-A(X,Y,Z) VXY, Z
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da cul si ricava che

AX,)Y,Z)=0V X,Y, Z.

Per la definizione di A si ha quindi che
h(J(VxJ)Y = (VyxJ)Y,Z)=0 VX,Y,Z

ovvero

J(VxJ)Y — (VyxJ)Y VXY

il che garantisce
J(VxJ)Y =(VxJ)Y VX, Y.

O]

Sfruttando quanto visto nel precedente Lemma si pud ora dare la prima

caratterizzazione delle metriche kahleriane:

Teorema 2.1. Sia h una metrica hermitiana su (M, J) varieta quasi complessa e V la

connessione di Levi-Civita di h, si ha che
h é kdhleriana < VJ =0

Dimostrazione.
<) : Dall’ipotesi V.J = 0 si ricava che N7 = 0 e VA = 0; inoltre per come ¢ stata definita la
forma fondamentale, Q(X,Y) = h(JX,Y), si ha che VQ2 = 0. Ricordando che in generale

il differenziale di una k-forma & la (k + 1)-forma

k
AU KXo, ., Xi) =Y (=D (Vx,D)(Xo, ..., Xiy .., Xp),
visto che in questo caso V() = 0, cio implica che ogni Vx,€2 = 0, per cui d{2 = 0. Essendo
quindi soddisfatte le due condizioni N7 =0 e d2 = 0 si ha che h ¢ kihleriana.
=): Sia B(X,Y,Z) = h((VxJ)Y, Z), si nota che

i) B(X,Y,JZ) = B(X,JY,Z)

i) B(X,Y,JZ)+ B(JX,Y,JZ) =0
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Infatti:

B(X,Y,JZ) =h((VxJ)Y,JZ) = W(J(VxJ)Y,J?Z) = —h(J(VxJ)Y, Z)
=h((VxJ)JY,Z) = B(X,JY,Z)
dove nel penultimo passaggio si ¢ usata la prima parte del Lemma mentre
B(X,Y,JZ) =h((VxJ)Y,JZ) = h(J(VxJ)Y,J?Z) = —h(J(VxJ)Y, Z)

avendo usato nella penultima uguaglianza il Lemma poiche J e integrabile in quanto
h € una metrica kahleriana.
Sfruttando ancora che h € kiahleriana si ha che d€) = 0 che calcolato prima in X,Y,JZ e

poi in X, JY, Z fornisce rispettivamente
B(X,Y,JZ)+B(Y,JZ,X)+ B(JZ,X,Y) =0, (2.3)

B(X,JY,Z)+ B(JY, Z,X)+ B(Z,X,JY) =0. (2.4)

Sommando membro a membro le due equazioni ottenute e sfruttando le proprieta i) e i)

di B osservate precedentemente si ottiene che
2B(X,Y,JZ)=0 VX,Y,Z

ovvero che

W(VxJ)Y,JZ)=0 ¥ X,Y,Z

il che implica che
(VxJ)YY =0 VXY

ovvero ancora che

VxJ =0 VX=VJ=0.
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Resta da mostrare che valgono le equazioni e ; ad esempio per la prima si ha
che
0=dQUX,Y,JZ)=XQY,JZ)+YQJZ, X))+ JZQUX,Y) - QU[X,Y],JZ)+
-y, JZ],X) - Q[JZ,X],Y)
= XWJY,JZ)+YhJ*Z,X)+ JZh(JX,Y) — h(J[X,Y],JZ)+
—h(JY,JZ],X)—-h(J[JZ,X],Y)
=XhY,Z)-Yh(Z,X)+JZh(JX,Y) - W([X,Y],Z) - h(J]Y,JZ], X))+
—h(J[JZ,X],Y)
=h(VxY,Z)+h(Y,VxZ)—h(VyZ,X)—h(Z,VyX)+h(VjzJX,Y)+
+h(JX,V;zY)—=h(VxY,Z)+ h(VyX,Z) — h(JVyJZ,X)+
+h(JVzY,X) = h(JVzX,Y)+ h(JVxJZY)
=h(VxZ,Y)-h(VyZ,X)+h(VizJX,Y)—h(JVyJZ,X) = h(JV;zX,Y)+
+ h(JVxJZ)Y)
(VxZ +JVxJZY)—h(VyZ + JIVyJZ,X)+ h(VjzJX — IV ;2X,Y)
(J(Vx)Z,Y)—h(J(VyJ)Z, X))+ h((VjzJ)X,Y)
=—-h(VxJ)JZ,)Y)+h((VyJ)JZ,X)+ h((VjzJ)X,Y)
=h(JZ,(Vx)Y)+h((VyJ)JZ, X))+ h((VszJ)X,Y)
=h(VxJ)Y,JZ)+h((VyJ)JZ,X)+ h((VzJ)X,Y)
=B(X,Y,JZ)+ B(Y,JZ,X)+ B(JZ,X,Y).

h
h

Calcolando d? in X, JY, Z anziche in X, Y, JZ si ottiene la (2.4). ]

Osservazione 2.1. Il precedente teorema si pud quindi enunciare dicendo che se h ¢
una metrica hermitiana su una varieta quasi complessa (M, J) con V connessione di
Lewvi-Civita della metrica allora h é kdhleriana se e solo se J é parallelo rispetto a tale

connessione.
In conclusione, I'ultima caratterizzazione delle metriche kéhleriane ¢ data dal seguente

Teorema 2.2. Sia h una metrica hermitiana su una varieta complessa (M,J), h é
kdhleriana < VYr € M esiste in intorno in cui si possono trovare coordinate olomorfe

per le quali h approssima la metrica standard al secondo ordine.



Dimostrazione.

<) Vo € M siano z, = x4 + iYq le coordinate olomorfe intorno ad z tali che
haB = 5@5 + rap

con i coefficienti 7,4 scelti in maniera che siano nulli in  insieme alle loro derivate prime,

ovvero
. 87’a B . 87’a ¥

(@) = 5o w) =0

Sfruttando la formula in coordinate della forma fondamentale ) e calcolandone il

TOC/B (.’L‘) - 6x
y

differenziale si ha

e Oh 5 Oh,j
. af af _
dQ = Za;::l ( —Sdy + By, dy7> Adze A dZg

.o~ (90a +Tap) 9(bap + Tap) _
=i Yy 1 ( o dz.y + o, dyy ) A dza A dZg

m
Orag Orag

=1 dz + d ANdzg N dZg.

Z ( (9.%'7 Y ay’y Yy @ B
Calcolando df2 in x questo e zero in quanto lo sono i coefficienti dentro la parentesi grazie
alla scelta fatta, per cui, data ’arbitrarieta del punto z, si ha che df2 = 0 ovvero che h ¢
kéhleriana.
=) : Viceversa Vo € M sia {ei,...,en,Je1,. .., Jey,} una base ortonormale di T, M, si

scelgono delle coordinate olomorfe locali z, = x4 + 1y, intorno ad x tali che

0 e J 0
o = —— o = —.
“ 04 “ 0Ya
Potendo scegliere h,5 = %6043 la forma fondamentale €2 puo quindi essere scritta in
coordinate come
m
. 1 _ _
Q=i Z <25a5 + Aoy 2y + GapyZy + [2}) dzo N dZg; (2.5)
a,By=1

inoltre si puo notare che:

e essendo h una metrica kidhleriana, questa in particolare ¢ hermitiana, per cui la

relazione h,z = hTJa = GaBy = GBay
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e dal fatto che h ¢ kéhleriana si ha che d2 = 0 da cui si ricava che angy = @484, OVvero

a € simmetrico in « e 7.

Si cerca ora un cambio di coordinate del tipo

1 m
Zo = Wq + 3 Z bagywawy
By=1

in cui i coefficienti complessi b,g, soddisfano la relazione b,g, = bn~g; tale cambio di
coordinate risulta localmente ben definito grazie alla versione olomorfa del teorema di

inversione locale. Calcolando il differenziale di z, si ottiene

m
dzq = dwg, + Z bapywadw,
By=1

che sostituito nella (2.5 fornisce

‘
2

Q=5 | (dwa + bacrwedw:) A (A + bperedidy) | dwe A didg+

oLE,T B,e,T

+ 1 Z (5aﬁ + Aapy Wy + Aoy Wy + bgyaWy + barygty + [2] | dwa A dwg (2.6)
a,By

. 1 _ — _
=1 Z (§5a5aa57w7 + Aap7Wy + bgfyaw,y + bop,gw7 + [2]) dwe N diwg.
B,y

Scegliendo ora
bgya = —aapy,
sfuttando le relazioni trovate sui coefficienti si ottiene
bgya = —Gagy = —Gyga = bgay €  Dbays = —0Bay = —Gapy

che sostituite nella (2.6) danno
1
Q= iZ(iaaﬂ + [2])dwe A divg.
a7/8
O

Osservazione 2.2. Dal teorema precedente segue che ogni proprieta intrinseca che
riguarda esclusivamente la metrica di una varieta kahleriana e le sue derivate prime valida

per C" e valida per ogni varieta kdhhleriana.



Capitolo 3
Ulteriori Caratterizzazioni

di Bruno Federici.

Questo seminario & la diretta prosecuzione del precedente, tenuto da Alessio Cipriani,
il quale descriva e dava caratterizzazioni di varietda complesse dotate di una metrica

kéhleriana. In particolare mi riferiro ai due teoremi principali che ha dimostrato lui:
1) La metrica di una varieta kéhleriana oscula al secondo ordine la varieta;

2) Se (M, h) ¢ una varieta hermitiana, allora ¢ anche di Kahler se e solo se VJ = 0,

dove V ¢ il tensore di Levi-Civita relativo alla metrica h.
Iniziamo con una conseguenza fortemente topologica del primo dei due enunciati:

Teorema 3.1. Sia (M, h) una varieta di Kdhler compatta di dimensione dimc M = n.
Allora
bo; #0,i=1,...,n,

dove by = dimg HEL (M) sono i numeri di Betti della varieta M.

Dimostrazione. Un corollario immediato del primo Teorema gia ricordato e che esiste un
riferimento ortonormale (21, ..., z,), rispetto al quale h & la matrice identica. Rispetto ad

esso dunque la forma fondamentale €2 si scrive come

Q=0 hogdea NdZg =1 dza NdZa =2 dra Adya,

a’/B Q@

15
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dove ho posto z4, = x4 + iy,. Facendo quindi n volte il prodotto wedge si ottiene
Q" =2"nldxy ANdyr A ... Ndxzy A dyp;

ma allora % ¢ la forma di volume di M e quindi in particolare

/Q”>O.
M

Q ¢ una forma chiusa per ipotesi e dunque lo sono anche tutte le sue potenze ),
i =1,...,n, che dunque inducono una classe [Q’] in coomologia di De Rham. D’altra parte
esse sono anche non esatte, in quanto se per assurdo €2’ fosse esatta, sarebbe [QZ] = [0] in

coomologia, e per la dualita di Poincare otterremmo
(@)1 — [ aiaeri= [ onzo,
M M
mentre ovviamente
([0], (")) — / 0AQ"" =0,
M
assurdo.

Quindi [Q] & una forma chiusa non esatta; poiche [Q] € H3,(M), dev’essere [Q] €
H3.(M) e dunque dimg H3%(M) # 0. O

Corollario 1. La sfera S™ é una varieta di Kdhler se e solo se n =0, 2.

Dimostrazione. Che S° ed S? ammettano una struttura di varieta di Kihler & (quasi)
ovvio: per SY non c’¢ nulla da controllare, mentre S? & omeomorfa a CP! che ammette
una metrica kahleriana come ogni spazio proiettivo complesso. Per quanto riguarda 1’altro
verso: n dev’essere pari, altrimenti la varieta non ammette neanche una struttura quasi

complessa, e vale anche n < 2, perche H2,(S") = {0} se n > 2. O

Questo Corollario pud sembrare un risultato interessante, ma in realtd viene
minimizzato da un altro fatto: la sfera S™ ammette una struttura quasi complessa se

e solo se n = 0,2,6. Questo ¢ dovuto al fatto che
SO Cc R C/R: i complessi immaginari puri,
5% c R3 =~ H/R: i quaternioni immaginari puri,

S% ¢ R” = O/R: gli ottonioni immaginari puri,
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e che la moltiplicazione in C,H, © induce il prodotto vettoriale in R, R3, R”.

Dunque gli unici numeri naturali n per cui S™ ha speranza di essere di Kéahler sono
appunto 0,2,6. Di pit: & attualmente ignoto se S® ammetta una struttura complessa
(mentre S° ed S? ovviamente ce I’hanno).

A questo proposito, ¢ interessante osservare che esistono varietd complesse non di
Kihler: ad esempio S' x $?™~! & una varieta di dimensione pari che ammette una struttura
complessa ma il cui H2R ¢ nullo e dunque non & di Kéhler. Cercando casi piu raffinati, si
ha che un esempio di varieta di Calabi-Yau che non sia di Kahler & una varieta omeomorfa

alla somma connessa di almeno due copie S3 x S3.

Ora cambiamo argomento, tornando a parlare di metriche kahleriane. Il prossimo
Teorema ci fornira un’altra caratterizzazione di queste metriche. Cominciamo dando un

Lemma su come si ‘legge’ I'operatore 9 su varieta Hermitiane.

Lemma 1. Sia (M,h) una varieta Hermitiana e V la sua connessione di Levi-Civita.

Definiamo loperatore su TMC

- 1

VY (X) = 3 (VXY 4+ IVxY = J(Vy])X). (3.1)
Allora questo operatore ¢ uguale a 0.

Dimostrazione. La linearita ¢ ovvia. Verifichiamo che 9V soddisfi la regola di Leibniz; a
tal proposito ricordo che

05(X) = (X +iX)(f)

per ogni f funzione C'*°. Allora:
B (FY)(X) = Fy (VXY + IV sx¥ — J(VyJ)X) + 5(X(NY +iTX(f)Y) =
= fOY (X) + 0f(X)Y.

L’unica cosa che resta da verificare & che 9V si annulli su campi olomorfi. Sia dunque
Y una sezione olomorfa di TM. Questo € equivalente a dire che Y € una sezione di T'M

reale analitica, che a sua volta & equivalente a dire che Ly J = 0, dove £ e la derivata di
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Lie. Dunque per ogni X sezione C*° di T'M vale

0=(Ly )X = (proprieta di Ly J)
=Ly (JX)—JLyX = (per i campi vettoriali, la derivata di Lie ¢ il bracket)
=Y, JX]| - JY,X] = (V & privo di torsione)
=(Vy(JX)=VyxY)—J(VyX —VyxY) = (proprieta di Vy J)
= (VyJ)X =V, xY + JVxY = (J? = —1d)
=J(=J(Vy )X +JV;xY +VxY) = (definizione (3.1]))
=2J0VY(X).

Dunque, ignorando gli invertibili 2 e J, risulta che
VY =0
per ogni Y sezione olomorfa di T'M. Ma questo € esattamente come dire che
oY = 0. O
Prima di enunciare il prossimo Teorema, ricordiamo due fatti: il primo e il gia citato
h di Kahler <= VJ =0, (3.2)

il secondo ci dice che
h di Kdhler = Vh = VQ = 0. (3.3)

Quest’ultimo si spiega cosi: Vh = 0 semplicemente perché V & la connessione di Levi-
Civita, per la quale la metrica e parallela; per l'altra basta applicare V alla definizione
QX,Y):=h(JX,Y), usando (3.2) e VAL = 0.

Possiamo quindi dare la caratterizzazione seguente:
Teorema 3.2. Sia (M, h) una varieta Hermitiana. Allora:

h é di Kahler <= V =V,
dove V. ¢ la connessione di Chern.

Dimostrazione. La struttura Hermitiana ¢ data da H = h — €.
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(<) Per definizione J & parallelo a V. ma V., = V quindi J & parallelo a V che per (3.2))
implica h di Kahler.

(=) Visto che la connessione di Chern esiste ed ¢ unica, basta verificare che V soddisfi la

definizione di connessione di Chern.

e Sempre per (3.2), VJ = 0: questo vuol dire che V puo essere esteso per C-linearita
a TMC (imponendo la moltiplicazione per a + ib come a + bJ), dunque V & una

connessione complessa;
e Data (3.3)), abbiamo che vale anche VH = 0 e dunque V ¢ una H-connessione;

e Se X,Y sono due sezioni di TMC, allora

Vg&lY = %(VX +iVx)Y = (J da la moltiplicazione per )
= %(VX +JVix)Y = (sempre per aggiungo una quantita nulla)
= %(VX +JVx)Y — %J(VyJ)X = (raccolgo e uso la definizione (3.1)))
=0VY(X)

quindi, per il Lemma,

VOl =Y =9,

cioe V & una (la) connessione di Chern. O]



Capitolo 4

Tensore di Ricci e forma di Ricci

per una varieta di Kahler

di Claudio Onorati.

In questa sezione ci occupiamo di studiare delle prime proprietd metriche associate a
una varietd di Kahler M, giungendo infine alla definizione della forma di Ricci, oggetto
molto importante in quanto ci consente di dare una descrizione esplicita della classe di
Chern di M associata al fibrato canonico Kj;. Come suggerisce il nome la forma di Ricci
é strettamente collegata al tensore di Ricci, quindi dedicheremo tutta la prima parte a

richiamare nozioni di geometria riemanniana che ci saranno utili in seguito.

Richiami di Geometria Riemanniana

Sia (M,g) una varietd riemanniana (ovvero una varietd C'*° munita di una metrica
non degenere definita positiva) e indichiamo con V = VY la connessione di Levi-Civita

associata alla metrica g.

Definizione. Il tensore di curvatura di M ¢é [(1,3)-tensore definito come difetto di

commutazione delle derivate seconde, i.e.

R(X,Y)Z :=VxVyZ —VyVxZ - VixyiZ VX,Y,ZeT(TM).

20
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Osservazione 4.1. Siccome g € non degenere rimane definito un nuovo tensore, attraverso

il tensore di curvatura, che indichiamo ancora con R
R(X,Y.Z,W) = g(R(X.Y)Z,W).

Questo € naturalmente uno (0,4)-tensore e si vede subito che conoscere il tensore di
curvatura € equivalente a conoscere quest’ultimo e viceversa. Difatti viene detto tensore

di curvatura anch’esso e noi useremo indistintamente una o altra scrittura per indicarlo.

Dalla definizione seguono subito delle prime proprietd di R che non dimostriamo ma

che seguono abbastanza velocemente verificandole in coordinate locali:
1. =R(Y, X, ZW)=R(X,Y,Z,W)=—-R(X,Y,W, Z);
2. RX,)Y,Z,W)=R(Z,W,X,Y);
3. RX,)Y,Z W)+ R(Y,Z,X,W)+ R(Z,X,Y,W) =0 (I identitd di Bianchi);
4. (VxR)(Y,Z2)W + (VyR)(Z, X)W + (VzR)(X,Y)W = 0 (II identita di Bianchi).

Le ultime due proprietd possono naturalmente essere espresse come (1,3) o (0,4)-tensore
allo stesso modo. Abbiamo scelto questa scrittura perché sard la forma in cui le dovremmo

usare.

Definizione. Il tensore di Ricci € lo (0, 2)-tensore definito come traccia dell’endomorfismo
Vi— R(V,X)Y, ie.

Ric(X,Y) :=Tr(R(- X)Y) VX,Y € T(TM).

Sia dunque (e;) una base ortonormale di I'(T"M ), il tensore di Ricci si esprime su questa
base come
Ric(X,Y) =) R(e;, X,Y,e;).
i

Dalle proprietd ricordate precedentemente non é difficile convincersi che Ric é un tensore

simmetrico. Infatti

Ric(X,Y) =) R(e;,X,Y,e;)) =Y R(Y,e5,¢, X) =

= R(e;,Y, X, ¢;) = Ric(Y, X).
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Osservazione 4.2. I tensore di Ricci é uno (0,2)-tensore simmetrico proprio come la
metrica g, ha dunque senso chiedersi se e quando esiste una qualche relazione tra di loro.

In particolare si definiscono varieta di Einstein quelle varietd per cui vale
Ric = Ag.

In generale \ dipenderd dal punto p € M su cui viene calcolata, tuttavia si osserva che

non appena dim M > 3, X € invece costante.

Caso Kahleriano

Sia ora invece (M,J,h) una varietd di K&hler. In particolare la metrica h é una
metrica riemanniana (a cui si richiede 'ulteriore proprieta di essere invariante per J) da
cui (M, h) é una varietd riemanniana e tutto ci6 detto nel paragrafo precedente si applica
senza problemi. Tuttavia é naturale aspettarsi che le ulteriori proprieta date dall’essere
Kahler si manifestino in nuove simmetrie per il tensore di curvatura (che continuiamo a
chiamare R). Cominciamo con il ricordare che una delle prime caratterizzazioni di metrica
Kahleriana data nella seconda sezione ci dice che J é V-parallelo, ossia sviluppando la

definizione

VxJY = JVxY VXY € (TM).

Usando quest’informazione due volte nella definizione di R otteniamo
R(X,Y)JZ =JR(X,Y)Z
da cui, sfruttando l'invarianza di h rispetto a J,
R(X,Y,JZ,JW)=R(X,Y,Z,W). (4.1)

Allo stesso modo sfruttando il fatto che N/ = 0, ossia [JX,JY] = [X,Y] + J[JX,Y] +

J[X, JY], e giocando un p6 con la definizione, si ha anche
R(JX,JY,Z,W) = R(X,Y, Z,W). (4.2)
Infine un’ultima importante proprietd per il tensore di Ricci segue applicando e

Ric(JX,JY) =Y Rle;, JX,JY,e;) =Y _ R(Je; X,Y, Je;) = Ric(X,Y), (4.3)
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dove nell’ultimo passaggio é fondamentale 1’osservazione che J é un’isometria per h e
quindi (Je;) é ancora una base ortonormale. In virtd di cié e della simmetria di Ric
abbiamo che

Ric(JX,Y) = —Ric(Y,JX),

per cui risulta ben posta la seguente
Definizione. Si dice forma di Ricci la 2-forma
p(X,Y) = Ric(JX,Y) VX,Y e I'(TM).

A questo punto é fondamentale notare che la p é una forma chiusa, ma per verificare
ci6 abbiamo prima bisogno di un risultato preliminare che ci fornisce un altro modo per

vedere 1l tensore di Ricci.
Lemma 4.1. Per ogni X eY campi vettoriali si ha
2Ric(X,Y) =Tr(R(X,JY) o J).

Dimostrazione. Si tratta solo di partire dalla definizione e di applicare le proprietd viste
finora

Ric(X,Y) =Y R(e;,X,Y,e;) = > R(e;, X, JY, Je;) =
(I identita di Bianchi)

=Y [-R(X,JY,e;, Je;) — R(JY,e;, X, Je;)| =

> R(X,JY, Jeiei) — > R(Jei, Y, X, Je;) =
i i
=Tr(R(X,JY)oJ)— Ric(Y,X)
e la tesi segue utilizzando la simmetria del tensore di Ricci. O
Proposizione 4.1. p € chiusa.

Dimostrazione. Per il lemma precedente

20(X,Y) = 2Ric(JX,Y) = Tr(R(JX,JY) 0 J) = Tr(R(X,Y) o J)



dove nell’ultimo passaggio abbiamo usato la A questo punto
2dp(X, Y, Z) = 2[(Vxp)(Y, Z) + (Vyp)(Z, X) + (V2p)(X,Y)] =
(lemma-+linearita di V e J)
=Tr((VxR)(Y,Z2) + (VyR)(Z, X) + (VzR)(X,Y)] 0 J).
La tesi segue allora dalla IT identita di Bianchi. O

In particolare, come accennato nell’introduzione, questo ci dice che p ben definisce una

classe in coomologia.

Osservazione 4.3. Per la Kdhler rivestono un ruolo importante le varietd Ricci-piatte,
ovvero quelle per cui vale Ric = 0. Tali varietd di Finstein sono dette varieta di Calabi-Yau

e sono molto usate per esempio in fisica nella teoria delle superstringhe.

Per finire vogliamo dare una descrizione della forma di Ricci in coordinate locali.
Siano dunque (z,) coordinate olomorfe locali su (M, J, h) di Kéhler e {9/0z,0/0%Z4} le
rispettive coordinate sul tangente complessificato. Fissiamo anche dimcM = n. Per il

seguito useremo la seguente notazione: le lettere maiuscole, A B C etc.., per gli indici

nellinsieme {1,2,---,n,1,2,---,7}; mentre lettere greche, a 3 « etc.., per gli indici
nell’insieme {1,2,---,n}. Quindi per esempio scriveremo i coefficienti della metrica h
come

0 0
hap=h|—,—
AB (82,47 82’3) )
con le simmetrie

hag = haB =0 e haB = hBa = hga.

Il risultato a cui vorremmo giungere é
p = —i00logd

dove d = det(h,) ¢ il determinente della matrice che rappresenta la metrica hermitiana h.
Introduciamo da ultimo i coefficienti di Christoffel come (usiamo la notazione di Einstein
con i simboli ripetuti per indicare una sommatoria)

o o 9
Vol by L AB G
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1 coefficienti del tensore di curvatura

0 90,9 _pp O
6zA’azB aZC N ABC@ZD

e 1 coefficienti del tensore di Ricci

., 0 0 .
RZC(%, %> = RZCAB.

E evidente che la conoscenza di tali coefficienti equivale alla conoscenza del rispettivo
tensore. Cerchiamo allora di capire quali di essi siano non nulli, da cui ricavare delle
formule chiuse.

Innanzitutto segue dalla definizione che

cC
r¢, =T

QU

B>
inoltre V é priva di torsione per cui
c _ nC
Iap =Tga-

Infine abbiamo visto che per una varietd di Kéhler la connessione di Levi-Civita e quella
di Chern coincidono, quindi in particolare V%! = 9. Da ci6 segue che
v g0 g1 @ g0 590 g9
0z 0z 0z 0z 0z 0z
e quindi
I‘Zw =0
(per brevita si dice che T'Y ¢ V-parallelo per indicare che, con abuso di notazione,

VT C T, T coefficienti di Christoffel non nulli sono allora solo quelli del tipo

Y v
Faﬁ e Fo?B'

La prima ooservazione é che

Ohgs 0 o 0 o 0
pe _ Y (Y Y\ _ A R o A
020 8zah (8753’ 825) h <V 5o 0z’ 825) Laghas:

per cui se con (h*?) indichiamo la matrice inversa di (h,, 3)

0za

0, =" (4.4)
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Passiamo ora al tensore di curvatura, per definizione le restrizioni viste sui simboli di
Christoffel ci restringono anche il campo per i suoi coefficienti; in particolare varra ancora

che

REBC’ = RADBC*'
Inoltre ancora dal fatto che 710 é parallelo
Rti = RilBﬁ = 0.
Scrivendo
Rapep = hpeREpe
si ha
Ragys = hocRpy + hoeRop, =0

e dalle proprieta viste per il tensore di curvatura gli unici coefficienti non nulli sono

RaE"/g RaB"yE R@ﬂ'yg R@5’75

ovvero

R. R, R

1)
R, Rapy Rap, Raps

afy

Quindi, usando la definizione e ricordando che il bracket tra due campi coordinati é nullo,

0 o 0 0 0
R. —=R|(—,—)|=—=-VoVao_—=
B Pz (Oza azﬁ> 2, 555 | Bea 02,
1)
I A )
25 M Ozs 8% 0zs
da cui ricaviamo 5
or
d _ oy
R EN 5% (4.5)
E facile allora descrivere il tensore di Ricci a partire da queste formule
ors
. - . _ A _ _ ary
Ric,5 = Ricg, = R5 = Rgﬁ—,y =— 9% (4.6)

Non ci resta che stimare, attraverso la[f.4] la quantitd

re _ro _ pas9hag
ay T T ya T
02y
per il prossimo passaggio é necessario ricorrere al seguente risultato che peré non

dimostreremo
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Lemma 4.2. Sia h : R — GI,(C) una mappa, indichiamo con (hij) = (hi(t)) e
(R¥) = (hij)~. Sia inoltre d = d(t) il determinante di (h;j). Allora

dt)=d Zn: hi; (OB ().

ij=i

Segue allora che
hag@hag _ lﬁ _ Odlogd
0z, d 0z, 0z,
dove d come al solito é il determinante della metrica h. Sostituendo questo risultato nella

4.0l

B 0?logd
02,073

Ricag = (4.7)

ottenendo cosi infine il risultato cercato (dove teniamo conto che nella definizione di forma

di Ricci compare I’endomorfismo J)

p = —i00logd. (4.8)
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