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Capitolo 1

Definizione di metriche

hermitiane e kahleriane

di Chiara Graziani

1.1 Metriche hermitiane

Definizione 1. Sia (M, J) una varieta quasi complessa. Su di essa, si definisce

metrica hermitiana una metrica riemanniana h tale che
hMX,Y)=h(JX,JY), VX, Y e TM,

condizione che equivale a richiedere che J sia un’isometria rispetto a h.
Una varieta complessa che ammette una metrica hermitiana si dice varieta

hermitiana.

Osservazione 1.1. Ogni varietd quasi complessa ammette una metrica hermi-

tiana: infatti, data un’arbitraria metrica riemanniana g, basta porre
hMX,Y):=g(X,Y)+g(JX,JY).
Infatti, secondo tale definizione, poiché J? = —Id,

h(JX,JY) = g(JX,JY) + g(J°X, J2Y) = g(JX,JY) + g(X,Y).



Osservazione 1.2. Grazie alle stesse proprieta, e al fatto che h é hermitiana,
hJX,Y)=h(-X,JY)=—h(X,JY) - h(JY, X).
Ponendo
QX,Y):=h(JX,Y),

risulta quindi
QX,Y) = —Q(Y, X),
dunque Q(X,Y) é una 2-forma, chiamata la 2-forma (o seconda forma) fonda-

mentale di h.

Tramite estensione per C-linearita al fibrato tangente complessificato TMC =
TM @r C=T49@ T%! & possibile definire una metrica hermitiana hc, da noi

indicata sempre con h, che risulta soddisfare le seguenti proprieta:

(i) h(Z,W)=hnzZ W), VNZ,WeTMS

(ii) h(Z,Z) >0, VZ e TMS,

(iii) h(Z,Z) =0, VZW eTYM, e VYZ,WeT% M.
Infatti:

(i) Considerando Z = X; +iY; e W = Xy + Y5 in TMC, e sfruttando la

C-linearita, si ottiene:
hZ, W) = h(X1—iY1, Xo—iYs) = h(X1, Xo)—h(Y1, Y2)—i[h(X1, Yo )+h(Y1, X))

hZ,W) = h(X1+iY1, Xo+iY2) = h(X1, Xo)—h(Y1, Yo)+i[h(X1, Y2)+h(Y1, X2)].

(i) Se Z = X +iY, allora

WMZ,Z)=hX+iY,X —iY) = h(X,X)+h(Y,Y)—ih(X,Y) +ih(Y, X)]

h(X,X)+h(Y,Y) >0,

poiché h & una metrica riemanniana.

i13) Prendendo Z = X —iJX e W =Y — iJY, entrambi in T"°M, si ha
(1)

WX —iJX,)Y —iJY) = h(X,Y)=h(JX,JY)—i(X,JY)—ih(JX,Y)

WX, Y) = h(X,Y) —i(X,JY) +ih(X,JY) =0



per definizioni di h e J.
Analogamente, per Z =X —iJX e W =Y —iJY in T%' M, si ha

WX +iJX,Y +iJY) = hX,Y)—h(JX,JY)+i(X,JY)+ih(JX,Y)

= W(X,Y)=h(X,Y)+i(X,JY) —ih(X,JY) =0.

Viceversa, un tensore simmetrico su TMC che soddisfi tali proprieta defini-
sce una metrica hermitiana per restrizione al fibrato T'M. Infatti, grazie alla

proprieta (iii) applicata prima a Z, W € T*9M poi a Z,W € T M si ottiene

WX,Y) = h(JX,JY)—i(X,JY)—ih(JX,Y) = 0,
WX,Y) = h(JX,JY) +i(X,JY) +ih(JX,Y) = 0.

Sommando ambo 1 membri

2[h(X,Y) — h(JX,JY)] =0,

da cui

WX,Y) =h(JX,JY).

Data una metrica hermitiana h ¢ possibile costruire, sul fibrato complesso

(T'M,J), una struttura hermitiana

H(X,Y) = h(X,Y) —ih(JX,Y) = (h — iQ)(X,Y).

Difatti:
1) H(X,Y) ¢ C-linearein X VY € T,M.
Se A € C, A = a + i3, tramite la definizione,

H((a+iB)X,Y) = H(aX + JBX,Y);

si vuole mostrare che

H(AX,Y)=AH(X,Y).



Risulta:

H(aX +JBX,Y) = h(aX 4+ JBX,Y) —ih(aJX + J*BX,Y)
= ah(X,Y)+ Bh(JX,Y) —iah(JX,Y) +iBh(X,Y)
= a[h(X,Y) —ih(JX,Y)] +iB[h(X,Y) —ih(JX,Y)]
= (a4 iB)[MX,Y) —ih(JX,Y)]

= (a+iB)H(X,Y).

2)HX,)Y)=HY,X)VX)Y € T,M.
Infatti:

H(X,Y) =h(X,Y) —iQX,Y) = h(X,Y) +iQY, X) = H(Y, X).

3) HX,X)>0,¥vX € T,M, X#0.

H(X,X)=h(X,X)—ih(JX,X) =h(X,X) —iQX,X) =h(X,X) >0,

essendo () antisimmetrica e h hermitiana.
Inoltre, H(X,X) ¢ una funzione di classe C* sulla varieta, VX,Y coppia di
sezioni liscie di T, M.

Viceversa, ogni struttura hermitiana H su (7'M, J) definisce una metrica

hermitiana, ponendo h := R(H). Volendo vederlo in coordinate, se

H= Y Hupdz®dzg
a,f=1

allora, se zo, = T4 + 1¥Ya, si ha

n

H = Y Hupldre +idy, @ drg — idyg) =
a,B=1

n

= Y Hapl(dze ® dug + dya @ dyg) — 2i(dza A dag)),
a,B=1

vale a dire H ¢ decomponibile nella sua parte simmetrica e nella sua parte

alternante, rappresentate rispettivamente dai blocchi

dre @ drg + dys @ dyg, dze Ndzg.



Quindi, di fatto,
h=%R(H), Q= S(H).

Su una varieta complessa hermitiana, & garantita ’esistenza, almeno local-
mente, di un sistema di coordinate olomorfe per il fibrato tangente complessi-
ficato TMC, sopra cui si consideri gia 'estensione per C-linearita della nostra

metrica, con coefficienti definiti cosi:
g 0
ha B =h s |-
’ 8za 325
E possibile avere un’espressione di €2 in coordinate, come si deduce dal seguente
Lemma 1. Q=134 shapdza Ndzs.

Dimostrazione. Una volta verificato che Q ¢ una (1, 1)-forma, basta valutare

0Zg

0 0 0 0 o0 0 ) 0 0 .
& (aza’azﬁ> =h (Jaza’azﬁ =h (Zaza’azﬁ) = (aza’azﬂ) = tha,s,

dove si ¢ usata la definizione di €2, I’estensione di h per C-linearita a TMC e

quest’ultima nella coppia di campi ( 8‘2 , 2 ) Infatti,

l'identificazione di J con i, essendo THM, di cui 52~ & una base, I'autospazio
[e3

relativo all’autovalore 1.

Vediamo perché Q & una (1, 1)-forma.
Da un esercizio del libro “Lectures on Kahler Geometry” di A. Moroianu, in
particolare il 5, sappiamo che una 2-forma w & una (1,1)-forma se e solo se

VX,Y € TM®, w(X,Y) = w(JX,JY). In effetti,
QJX,JY) = —h(X,JY) = —h(JY,X) = -Q(Y, X) = Q(X,Y),

per definizioni e solite proprieta di J, h e €.

1.2 Metriche kahleriane

Sia (M?", h,J) una varietd complessa hermitiana. Supponendo che la 2-forma
fondamentale € sia chiusa, la proposizione nota come i09-lemma locale assicura
lesistenza, in qualche intorno di ciascun punto della varieta, di una funzione

reale u, chiamata potenziale di Kdihler (o kihleriano) di h tale che Q = i00u.



In coordinate locali si ha, confrontando questa informazione col contenuto del

precedente lemma,
0%u
02,073

ho 3=

Definizione 2. Una metrica hermitiana h su una varieta quasi complessa
(M, J) & chiamata metrica di Kahler se J & una struttura complessa e la forma

fondamentale 2 e chiusa, ossia:

Una varietad complessa con una metrica di Kahler ¢ detta varieta kdhleriana.
Esempi di varieta kahleriane sono:
e (C™ <, >) con <, > il prodotto hermitiano standard,;
o (CP" wrg) con wrg la metrica di Fubini-Study;

e le superfici di Riemann, per le quali, se

Q= fdzNdz,
allora, banalmente
dQ) = gdz/\dz/\di—i— a—{dé/\dz/\dézo
0z 0z

e sottovarieta di varieta di Kéhler.

1.3 Una proprieta delle varieta di Kahler com-
patte

Un importante risultato che fornisce informazioni dal punto di vista topologico

¢ il seguente.

Teorema 1. Sia (M, J) una varieta di Kéhler compatta, con dimc = n (dimg =
2n). Allora
bgi 7é 0V:= 1, ey

dove by, = dimpH (’jR(M ) ¢ il k-esimo numero di Betti della varieta M.



Dimostrazione. Rispetto a un riferimento ortonormale zq, ..., 2, la forma
fondamentale Q = i}_ 5 h, gdzo A dZg ¢ esprimibile in un dato punto della

varieta, a meno di termini di ordine superiore al secondo, come

Q= iZdza AdzZ, = Qdea A dye,
a,f a,B

Se Zoq = Ty + 1Ys- Calcolando la potenza Q") risulta

Q" =2"nldzy ANdyy A ... Ndxzy, A dyy,,

da cui risulta che 2 & la forma di volume di M. Pertanto, in particolare,

2nnl
/ Q" > 0.
M

Per ipotesi, dQ = 0, dunque dQ2* = 0, Vi = 1,..n. [Q] & percido un elemento
della coomologia di de Rham Vi = 1,...n, diverso inoltre dall’identita. Infatti,
se ) fosse esatta, allora, per il teorema di dualitd di Poincaré, alla coppia

([Q1], [27%]) verrebbe associato I'integrale

/QiAm—i:/ Q" £0,
M M

assurdo, avendo supposto [2!] = 0. [Q¢] risulta cosi essere una forma chiusa non
esatta, e poiché [Q] € H3p(M), [Q°] € H3L(M), essendo € una 2-forma. Ne
segue la tesi.

Un interessante corollario di questo teorema prevede che la sfera S™ € una
varieta di Kéahler se e solo se n = 0,2. Se n = 0 non ¢’ & nulla da mostrare. Per
n = 2, poiché S? ~ CP!', che ammette una metrica kihleriana come ogni spazio
proiettivo complesso.

Viceversa, n dev’essere pari affincheé M possa ammettere almeno una struttura

quasi complessa; inoltre n < 2, poiché HC%R(S") =0sen > 2.



Capitolo 2

Due caratterizzazioni per le

metriche kahleriane

di Simone Giovannini

Nel seminario precedente abbiamo dato la definizione di metrica hermitiana
per una varieta quasi complessa (M, J) e abbiamo sottolineato I'importanza del
caso in cui la 2-forma fondamentale associata alla metrica sia chiusa e J sia una
struttura complessa: se si verificano queste due condizioni allora la metrica &
detta di Kahler. Il nostro scopo sara ora quello di dare condizioni necessarie
e sufficienti affincheé una metrica hermitiana sia di Kahler. A questo proposito
premettiamo alcuni fatti.

In generale, date due connessioni V1, Vs rispettivamente sui fibrati vettoriali
&1, &9, esse inducono in modo naturale una connessione V sul fibrato £ ® & nel

seguente modo:
V(s1 ® s2) = Vi(s1) ® s2 + 51 ® Va(s2)

per ogni 51 € C™(&1), s2 € C(&2). Inoltre, data V connessione su un fibrato
¢, possiamo definire sul fibrato duale £* una connessione (che denotiamo sempre
con V) ponendo

(Vxs™)(s) = X(s%(s)) — 5" (Vxs)
per ogni s* € C®(£*), s € C=(&), X € X(M).
E facile verificare che i due operatori appena definiti sono effettivamente delle

connessioni sui rispettivi fibrati.



Se abbiamo una connessione lineare V su una varieta M (ovvero una connes-
sione sul fibrato tangente), allora possiamo estenderla nel modo appena descritto
a tutti i tensori di tipo (k,l). In particolare, nel contesto di una varieta her-
mitiana (M, J, h), possiamo estenderla a J e h, che sono rispettivamente un
(1,1)-tensore e uno (0,2)-tensore. Dalle definizioni date sopra si deducono le

seguenti formule per V esteso rispettivamente a J e h:
(VxJJ)(Y)=VxJY — JVxY, (2.1)

(Vxh)(Y,2) = X(h(Y, Z)) = M(VxY, Z) = h(Y,Vx Z), (2.2)

dove X,Y,Z € X(M). Osserviamo che la (2.2) vale anche per le 2-forme su M.
Se VJ = 0 diremo che J & parallelo rispetto alla connessione V. Se Vh = 0
diremo che V & compatibile con la metrica h.

Ricordiamo che esiste un’unica connessione lineare compatibile con la me-
trica h tale che la sua torsione sia nulla, ovvero tale che per ogni X, Y € X (M)
vale

[X,Y]=VxY — VyX. (2.3)

Tale connessione ¢ detta connessione di Levi-Civita di h.
(Osserviamo che cio che abbiamo detto a proposito di h vale in generale per
tutte le metriche riemanniane, di cui quelle hermitiane sono un caso particolare).

Lemma 2.1. Sia (M, J,h) una varieta hermitiana e sia V la connessione di

Levi-Civita di h. Allora per ogni X, Y, Z € X(M) valgono le sequenti uguaglian-

ze:
1 NY(X,Y) = (J(Vx )Y = (Vyx)Y) = (J(Vy )X = (Vv J)X);
2. (VxJ)J =—-J(VxJ);
3. W(Vx )Y, Z) = —h(Y, (VxJ)Z).

Dimostrazione. 1. Per la (2.3) abbiamo che

NJ(X,Y) = [X,Y]—FJ[JX,Y]—FJ[X,JY]—[JX,JY]:
VxY - Vy X +JV;xY —JVyJX +JVxJY —
— JVyv X -—-VixJY +VvJX.

Applicando —J? = Id ai termini VxY e Vy X dell’ultimo membro, met-

tendo in evidenza e usando la (2.1) otteniamo 1'uguaglianza cercata.



(Vx)JY + J(VxJ)Y = =VxY —JVxJY + JVxJY +VxY =0.

3. Utilizzando la (2.2) abbiamo che
h(VxJ)Y, Z) = h(Y,VxJZ) — h(JVxY,JZ) =

= X(WJY, 2)) — h(JY,VxZ)+ X (h(Y,]Z)) — h(Y,Vx JZ) =
= W(Y,JVxZ —VxJZ) = —h(Y,(VxJ)Z)

O

Osservazione 2.2. Le uguaglianze (ii) e (iii) del Lemma precedente, insieme
al fatto che h é compatibile con J, ci dicono che (VxJ) e J sono operatori

antisimmetrici rispetto ad h che anticommutano.

Lemma 2.3. Sia (M,J) una varieta quasi complessa con metrica hermitiana
h e sia V la connessione di Levi-Civita di h. Allora N’ = 0 se e solo se per

ogni X, Y € X(M) si ha
(Vix )Y =J(VxJ)Y. (2.4)

Dimostrazione. Se vale la (2.4) allora dalla (i) del Lemma precedente segue che
N7 =0.

Viceversa, supponiamo che N7 = 0. Per ogni X,Y,Z € X (M) poniamo
AX,Y,Z)=h(J(VxJ)Y = (V;xJ)Y,Z)). Dall’annullarsi della (i) del Lemma
precedente deduciamo che A(X,Y, Z) = A(Y, X, Z), ovvero A ¢ simmetrico nelle
prime due variabili. Inoltre, utilizzando il fatto che J e VxJ sono operatori

antisimmetrici che anticommutano, abbiamo che

AX.Y.Z) = h(J(VxJ)Y.Z) ~ h(VyxJ)Y.Z) =
= —h((VxD)JIY,Z)+h(Y,(VixJ)Z) =
= WY J(Vx)Z) + WY, (VyxJ)Z) = —A(X, Z,Y)
quindi A & antisimmetrico nelle ultime due variabili. Permutando ciclicamente
otteniamo
AX)Y,Z) = AY,X,Z2)=-AY,Z,X)=-A(Z,Y,X) =

= AZ,X,)Y)=A(X,2,Y)=—AX,Y, Z),

da cui ricaviamo A(X,Y, Z) = 0. Possiamo percid dedurre la (2.4) dal fatto che
h & non degenere.
O



Teorema 2.4. Una metrica hermitiana h su una varietd quasi complessa (M, J)

e di Kdhler se e solo se J é parallelo rispetto alla connessione di Levi-Civita V.

Dimostrazione. Sia ) la 2-forma fondamentale della metrica h. Poniamo B(X,Y,Z) =
h((VxJ)Y, Z); poiche h & parallelo rispetto a V, abbiamo che

(VxQ)(Y, Z) X(UY, 2)) - QUVxY,Z) - Y, Vx Z) =
= X(W(JY,Z)) — h(JVxY,Z) - h(JY,VxZ) =
= (Vxh)(JY,Z)+h(VxJY,Z) — h(JVxY,Z) =

= W(VxJ)Y,Z)=B(X,Y,Z). (2.5)

In particolare B & antisimmetrico nelle ultime due variabili.

Se J & parallelo rispetto a V, allora B(X,Y, Z) = 0 e quindi V2 = 0. Inoltre
N7 =0 per la (i) del Lemma 2.1. Possiamo concludere che d2 = 0 grazie alla
seguente uguaglianza, che non dimostriamo (si pud dedurre facilmente dalla

formula di Cartan):
dUX,Y, Z) = (VxQ)(Y, Z) + (VyQ)(Z, X) + (VzQ)(X,Y). (2.6)

Viceversa, supponiamo che h sia di Kéahler. Usando la compatibilita di A
con J e il fatto che VxJ e J anticommutano, abbiamo che

B(X,Y,JZ) W(Vx )Y, Z) = —h(J(Vx )Y, Z) =

= W(VxJ)JY,Z) = B(X,JY,Z).
Dalla (2.4) deduciamo che
B(X,JY,Z)+ B(JX,Y, Z) = 0.

Per ipotesi abbiamo che dQ(X,Y,JZ) = dQ(X,JY,Z) = 0, che possiamo

riscrivere, usando la (2.6) e la (2.5), nel seguente modo:
B(X.Y,JZ)+ B(Y,JZ,X)+ B(JZ,X,Y) =0,

B(X,JY,Z)+ B(JY,Z,X) + B(Z,X,JY) = 0.

Sommando e utilizzando le proprieta di B mostrate precedentemente otte-
niamo che B(X,Y,JZ) =0, ovvero VJ = 0. O

Diamo ora un’ulteriore caratterizzazione delle metriche di Kéahler: cio che
vedremo sara che localmente una metrica di Kéhler coincide con la metrica
euclidea standard a meno di termini abbastanza piccoli. A questo proposito

premettiamo la seguente definizione.



Definizione 2.5. Una metrica h su una varieta complessa (M, J) oscula all’or-
dine k la metrica hermitiana standard su C” se intorno a ogni punto p € M
possiamo trovare un sistema di coordinate locali olomorfe {z,} tali che

h= Z dap + Ta,g dza ® dzg, (2.7)

dove le r4g sono funzioni C*° su M le cui derivate di ordine inferiore a k si

annullano in p.

Teorema 2.6. Una metrica hermitiana h su una varietd complessa (M, J) é di

Kahler se e solo se h oscula al secondo ordine la metrica hermitiana standard.

Dimostrazione. Supponiamo che, per ogni punto p € M, h sia nella forma (2.7),

dove
a’l"ag (3'7@5

Tap(p) = oz, (p) = 5z, (p) =0.

Ricordando la formula che esprime €2 in coordinate locali, abbiamo che

—zz dap + Tap)dza NdZa

e percio

=i <a’"“"d 2+ ?af’dz,y> Adzo AdZg =0
aby N O
e per arbitrarieta di p € M si ha che d€2 = 0.
Viceversa, supponiamo che h sia di Kahler. Dato un punto p € M, possiamo
sempre trovare una base ortonormale di 7}, M nella forma { o o 0

dove % =J (%). Date coordinate olomorfe z, = x, + 1Yo, poniamo

hap = (%, %). Le h,p sono funzioni C*° intorno a p, quindi possiamo
farne lo sviluppo di Taylor, ottenendo la seguente scrittura per (:

. 1 -
Q= zz (25a5 + Zaaﬁ’yzw + Zaaﬁ"v'z’y + o(|z|)> dzo N dzg,
g

o, Y

dove anpy = 82 2(p), aapy = 88;‘9 (p) e o(|z]) indica una generica funzione che

si annulla in p e le cui derivate prime si annullano in p. Per hermitianita di h
abbiamo che h, 5 = hga; cid implica che

Aapy = Qfary- (2.8)

Poiche A ¢ di Kahler, si ha che

Ohyj oh
s iy ( B Gy + =0 dzy) Adzo A dZg
By

0z, 0z

i (Qapydzy Adza NdZs + apydZy A dza A dZg) =
a,Byy



Quindi, per o, 3,7 fissati, deve annullarsi il coefliciente di dzy A dzo A dZg, che
€ Gapy — GBa- Percio abbiamo che

Gopy = AyBa- (29)

Cerchiamo ora delle nuove coordinate intorno a p per cui si annullino i termini

del primo ordine di 2. Poniamo
1
Zo = Wq + 5 BZ bagyWawW-,
R

dove b, sono numeri complessi tali che bygy = bayg. Questo cambio di coordi-
nate € ben definito per la versione olomorfa del teorema della funzione inversa:

infatti calcolando lo jacobiano in p si ottiene la matrice identica. Si ha quindi

dze = dwy + Z bagywadw, .
By

Riscriviamo tutto in termini delle nuove coordinate:

Q = Z < dap + Za’lﬂ’YZ'Y + Zaaﬁvzv |z)> dzo Ndzg =
‘ 1 _
= i) (W + D GasyWy + D Gapyiy + o<|w|>> :
a,B ¥ il
(dwa +)° baﬂwedw7> A <dwﬂ +)° bﬁﬂwedm,> -
1 S
= i ; (dwa + ; baeTwedwT> A (dwa + ; baETwEdwT> +
+ i Z (Gapywy + Aapyy + o(|w])) dwa A diwg =
@By
= fz (Z dwey A dg + Z baerWedw, A diDy, + Z boerWedwe A dwT>
+ i Z (aapywy + aapyy + o(|w])) dwa A divg =
By
1 1—0 _ _
= Z dap + Z ibﬁwawv + §ba’yl3wv + Qapy Wy + Aapyy | + o(|w]) | dwa A dig.
a,f
Possiamo scegliere 1bgyq = —aapy: la condizione di simmetria bogy = baqyg
¢ garantita dalla (2.9). Inoltre dalla (2.8) deduciamo che $bayg = —Gpay =

—aqp5, percio abbiamo che

1
Q=i <25a6 + 0(|w|)> dwy A diwg

a,p

e il teorema ¢ dimostrato. O



Capitolo 3

Confronto tra connessione

di Levi-Civita e connessione

di Chern

di Maria Chiara Bertini

In questo capitolo vedremo un’ulteriore caratterizzazione delle varieta kahle-
riane in termini di connessioni.
Ricordiamo il fatto che, data una varieta quasicomplessa (M, J), il fibrato vet-
toriale TM & un fibrato vettoriale complesso grazie alla struttura complessa J.
Ovvero, azione di J ”simula’’ 1a moltiplicazione per 7. Cid induce I’ isomorfismo

di fibrati complessi:

™™ — TV M
X — (X -iJX)

dove, ricordiamo, T19M & il sottofibrato complesso di TMC corrispondente
all’autovalore ¢ di J, e dove dunque agire tramite J corrisponde esattamente a
moltipicare per 1.
Con questa premessa, penseremo sempre ad un campo vettoriale in 7'M come

ad una sezione di TMC generata localmente da {i1 R
9z1 ) Oz

D’ora in avanti c¢i metteremo nel contesto (M, J) varieta complessa. Richia-
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miamo brevemente che (T'M, J) possiede una naturale connessione, dovuta alla

struttura complessa.

Connessione di Chern:

Sia £ — M un fibrato complesso su M.

Consideriamo le proiezioni
a0 QUE) —» QYY(E), %1 QYE) - QYY(E)

Per ogni connessione V su FE, possiamo considerare le sue componenti (1,0) e

(0,1)-esima

vi0 .= g0V

vi0.=xl0ov

Possiamo estendere questi operatori a
Vi OPa(E) — QPFL(E)

VOl QPI(E) - QP1Y(E)

tramite

V0w o) i=0weo+ (—1)P 9w A Vo
Vi (weo)=0weo+ (—1)P 9w A Ve

Definizione 3.1. Data una struttura hermitiana H su E, diciamo che V & una
H-connessione se H, vista come un campo di di forme bilineari reali a valori in

C, ¢ parallela rispetto a V.

Abbiamo il seguente teorema:

Teorema 3.2. Per ogni struttura hermitiana H in un fibrato olomorfo E con
struttura olomorfa 0, esiste un’unica H-connessione V tale che V%1 = 0.

Questa connessione é detta connessione di Chern.

Per essere in grado di dimostrare il teorema di caratterizzazione, abbiamo
bisogno di esprimere J in funzione della connessione di Levi-Civita. Prima di
tutto, dobbiamo ricordare che per ogni campo vettoriale Y in TMC, Y puo

essere dato come una (0, 1)—forma a valori in TMC. Infatti, se nella base locale



{%,... o 8%17"' 9.1 'Y si scrive nella forma Y = (fi,..., fan), allora

’ Ozn ) » Ozn

localmente

5Y = (5f17 e aéfQTl)

agisce su un campo vettoriale X tramite

Y (X) = (0f1(X),...,0f2n(X)),

restituendo dunque una 2n-upla di coordinate locali di un nuovo campo vetto-
riale in TMC.

Notiamo che , banalmente, se X & un campo vettoriale in T*9M allora 0X sara
una (0, 1)-forma a valori in 7%°M. Dunque ha senso considerare 9 nel contesto
del fibrato tangente TM =2 T*OM.

Fatte queste considerazioni, siamo in grado di dare senso al seguente lemma:
Lemma 3.3. Sia (M,h,J) una varietd hermitiana. Per ogni sezione Y del

fibrato vettoriale complesso (T'M,.J), l'operatore 9Y , visto come (0, 1)-forma a
valori in T M é dato da

= 1
VY (X) = (VXY + IV, xY = J(VyJ)X)
dove V denota la connessione di Levi-Civita della metrica hermitiana h su M.

Dimostrazione. Per ogni campo vettoriale X in TMC, e per ogni funzione f in
C>(M), si ha (0f)X = 3(X +iJX) - f. Infatti, se X = 52 + Br g2, allora

1 . 1 0 0 ) 0 ) 0
s FIX) =5 (“kazk Pz “J(akazk)m(ﬁkazk)> f=
1 0 0 0 0
=5 (g + gz — ngr P ) S =

o _
:(5%@@)00 = (8f)X
Dunque, per X,Y campi vettoriali in TM, e per f in C*(M),
OY(FY)(X) =3 (VY +IVoxY = Ty )X) + (X DY +J((IX - ))Y)) =
:f%(VXY + IV Y — J(VyJ)X) + %((X LiIX) - F)(Y) =
=fOVY(X)+of(X)Y

ovvero 0V soddisfa la stessa regola di Leibniz di 0. In virtu dell’isomorfismo
TM = TY9M, un campo vettoriale Y & una sezione olomorfa di TM se e solo

se e reale olomorfa. Per un risultato visto precedentemente, Y & reale olomorfo



se e solo se LyJ = 0, dove con questa scrittura indichiamo la derivata di Lie
del tensore J rispetto a Y. Dunque, per Y olomorfo si ha

0=(Ly )X =Ly(JX)—JLyX =[V,JX] - JY,X] =
=VyJX —V;xY = JVy X + JVxY =
=(Vy )X — VyxY +JVxY =
=J(VxY +JV;xY — J(VyJ)X) =
=2JOVY (X)

per ogni campo vettoriale X. Dunque oVY = 0 per ogni sezione olomorfa Y.
Poiche {%, cee a%} sono campi vettoriali olomorfi che forniscono una base
locale di TM, e inoltre 9V soddisfa la stessa regola di Leibniz di 0, concludiamo

oV = d. O

A questo punto siamo in grado di dimostrare il teorema di caratterizzazione:

Teorema 3.4. Su una varieta hermitiana (M, h,J) la connessione di Chern

coincide con la connessione di Levi-Civita se e solo se (M, h,J) ¢ di Kdhler.

Dimostrazione. Sia H := h—if) la struttura hermiriana di T'M dove, ricordiamo,
Q(-,-) = h(J-,-). Poiché la connessione di Chern V & una connessione complessa,
allora J e parallela rispetto ad essa. Infatti, Per ogni campo vettoriale X in
TM si deve avere

JVX =V(JX)=(VJ)X +JVX
dove nel primo passaggio abbiamo utilizzato 'identificazione ¢ <> J e il fatto

che V, essendo una connessione complessa, ¢ C-lineare.

(=) Supponiamo V = V. Allora, per quanto detto sopra, .J & parallela rispetto
a V, e questa condizione ¢ equivalente a che h sia di Kahler, per un teorema

visto nel precedente capitolo.

(<) Supponiamo, viceversa, che h sia di Kihler. Per mostrare V = V, prima
di tutto dobbiamo vedere che V si estende ad una connessione lineare
complessa. Ma questo & vero, perche la condizione V.J = 0 assicura la
C-linearita di V.

Ora mostriamo che V soddisfa le condizioni che caratterizzano unicamente

la connessione di Chern V.

e V & una H- connessione: poiché H = h — i), e Vh = 0, basta
mostrare V! = 0. Si ha:
VxQUY,Z2)=X-h(JY,Z) — h(JVxY,Z) - h(JY,VxZ) =
=X -hJY,Z)+ h(Vx )Y, Z)+
—h(VxJY,Z) - hJY,VxZ)=  (uso VxJ =0)
=Vxh(JY,Z)=0



e Per il lemma 3.3, dati X,Y campi vettoriali in TM, si ha
1 1
viy =5(Vx +iVyx)Y = (Vx + JVyx)Y = (uso VyJ =0)
1 1
:§(VX +JVix)Y — iJ(VyJ)X =
=9VY(X) = 9Y (X)

Dunque V coincide con la connessione di Chern V.
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