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1 Definizioni ed esempi

Definizione 1. Un fibrato vettoriale complesso C'*° di rango k é una terna
¢ = (E,m, M) costituita da due varieta complesse E, M e da un’applicazione
m: E — M C* e suriettiva. Inoltre si richiede la seguente condizione di
banalita locale: esiste un ricoprimento aperto {U,} di M e una famiglia di

diffeomorfismi
Yo T (Uy) i= El,. — U X ck

tali che il seguente diagramma commuti:

T (U) —22 5 17, x CF

™

Ua
dove 7, € la proiezione sul primo fattore e la restrizione

Pal, : By =7 ' (p) = {p} x C*

sia un isomorfismo di spazi vettoriali complessi. Si richiede, infatti, anche che
tutte le fibre E, = 7 !(p), abbiano struttura di spazio vettoriale complesso
di dimensione k.

M si dice varieta base ed E varieta totale.

Osservazione 1. Le applicazioni
Pa 0@z (Ua NUg) x C*" = (Us NUg) x CF
sono, per ogni p € U, N Up fissato, automorfismi di C*, ovvero:
Yoozt (UaNUg) x C* — (UyNUs) x CF
(p,v) = (P, gap(p)V)

con gag(p) : C* = CF,
dove le ,
Jap : Us NUg — GL(k,C) = Ck

sono funzioni C'*° dette funzioni di transizione.
Esse soddisfano le seguenti relazioni, dette di cociclo:

L. aal(p) = idcr
2. gow(p) © gvﬁ(p) = ¢us(p),Vp € Uy N UsgNU,.



1.1 Esempi di fibrati vettoriali complessi

Le operazioni su uno spazio vettoriale inducono operazioni sui fibrati vetto-
riali. Pertanto, partendo da uno o piu fibrati complessi, se ne ottegono degli
altri. Vediamo alcuni esempi:

i) Il fibrato duale
Se & = (E,m, M) ¢ un fibrato vettoriale complesso, definiamo il
fibrato vettoriale duale £* = (E*, 7w, M) come il fibrato vettoriale
complesso con fibre B> = (E,)*. Allora le banalizzazioni ¢, :
E|,; = Uq x C* inducono mappe ¢, : E% — Uy x C" = U, x C*.
Se ¢ ha funzioni di transizione {gn.s}, allora £* ha funzioni di
transizione date da j.s(p) = [(gas(p)) ']’

ii) 1l fibrato somma diretta
Dati £ = (E,m,M) e & = (F',m, M) due fibrati vettoriali com-
plessi di rango k ed [, con funzioni di transizione {gas} € {has}
rispettivamente, si definisce il fibrato vettoriale complesso E & E’
con funzioni di transizione date da

Jap(p) = (ga%(p) haﬁo(p)) € GL(k +1,C).

iii) 11 fibrato tensore
Nella stessa situazione dell’esempio precedente, si definisce il fi-

brato £® E’ con funzioni di transizione date da joz(p) = gas(p) @
has(p) € GL(kL,C).

iv) 1l fibrato pull-back

Data una funzione C*° f: M — N con M ed N varieta differen-
ziabili e £ fibrato vettoriale complesso, possiamo definire il fibrato
vettoriale f*E ponendo (f*E), = Efq). Se @q : E|; — Uy x CF
¢ una banalizzazione di E in un intorno di f(p), allora la mappa
[ro: f*Epp, — [*Us x CF dota f*E di una struttura di va-
rieta sull’aperto f~'U,. Le funzioni di transizione sono date dal
pull-back delle funzioni di transizione per F.

v) 1l fibrato r-esima potenza esterna
Sia F un fibrato vettoriale su M di rango k. Si definisce il fibrato
A"E, che ha funzioni di banalizzazione locale date da (¢,)*", le
quali ad ogni elemento di A"(E,), p € U,, associano le coordinate
nella base {(¢Z) (e, )A- - A(@E) e ) con 1 <idy < -0+ <4, <
m. Le funzioni di transizione sono date da jus(p) = A"gas(p) €
GL((}).©).



Discutiamo ora un esempio importante di fibrato vettoriale complesso: il fi-
brato tangente.

Sia M una varieta complessa e TM = TcM = TM®. Poniamo TM =
Upenr TyM. TM si dice il fibrato tangente ad M. Se M ¢ una varieta com-
plessa di dimensione m, allora T'M ha una struttura di fibrato vettoriale
di rango 2m con proiezione w : T'M — M data da v € T,M — p € M.

Siano, infatti, (zj,...,2J) e (z3,...,25") coordinate sulle carte (U, pp) e
(V, @y ) e sia, rispettivamente {a%’ - azim, %, e azm} una base di TM|,;
e {%, e %, %, T -1 una base di TM]|,,. Fissata la carta (U, pp),
abbiamo

ey U—C™
e

doy : TM|, — TC™ = C*™,
Possiamo pertanto definire

Oy TM|, — UxC™

- 0 - 0

X, = vj— + vt — | o ot 0T

=30 2 e B gt
j=1 p =1 alp

Oy & biiettiva e 71 = m o Py (dove m @ U x C*™ — U ¢é la proiezione

sul primo fattore). Dotando TM della topologia meno fine che rende &y un

omeomorfismo, segue che T'M ¢ di Hausdorff, & paracompatto e 7 é continua.

Inoltre
Pyod, (UNV)xC*™ — (UNV) x C*™

con

- ~ ;0
(Q)qu)vl)(p,vl,..‘,’l)gm) = (I)U(;’U]a—zﬁ

§ : j+m
i ._1U 07, )
J= p

p

(p, juv(p)v)

dove juv(p) = (9ap)(p) = (a ) per k,j = 1,...,2m matrice del cambiamento

m

di coordinate da (z .,za) a (zﬁ,.. 25) avendo adottato la seguente

convenzione:

Q) e

k Z(k)l, k= 1,...,m
Uy = sk
Zo, kE=m+1,...2m

Poiché le funzioni di transizione sono funzioni C'*°, il fibrato é complesso. A
partire da questo si puo definire 4l fibrato cotangente al seguente modo: data
M varieta complessa, poniamo T3¢ M = UpeM TyM. Se M ¢ una varieta com-
plessa di dimensione m, allora 7*M ha una struttura di fibrato vettoriale di



rango 2m con proiezione 7 : T*M — M data da v € T)M — p € M. Siano,
infatti, (z,...,27) e (z5,...,2§) coordinate sulle carte (U,¢u) e (V,ov)
e {dz),...,d20"dz}, ... dz)'} {dz}, . .. dzg, dZp, ... dZ}} rispettivamente
una base di T*M|,; e T*M]|,,. Seguendo lo stesso procedimento usato per il
ouk
detto per la r-esima potenza esterna di un fibrato complesso, si ottiene I’
r-esima potenza esterna del fibrato cotangente, definita in questo modo:

fibrato tangente, si ottiene jyv(p) = (gag)(p) = [(522)7!]". Secondo quanto

A(TEM) = A(TYM e TO'M) = P A°'M @AM

pr+q=r

- @ nvw

p+q=r

che ¢ ancora un fibrato complesso, per quanto detto nel caso generale.

Passiamo ora alla definizione di fibrato vettoriale olomorfo.

Definizione 2. Sia { = (E, 7, M) un fibrato vettoriale complesso. £ ¢ detto
fibrato vettoriale olomorfo se esiste una banalizzazione locale con funzioni
di transizione olomorfe. Piu formalmente, se esiste un ricoprimento aperto

{Uy} di M e VU, un diffeomorfismo
Yo T (Uy) i= El,. — U X ck

tale che il seguente diagramma commuti:

TN (Uy) —22— 17, x CF

1
Us
Yoot (UaNUs) x C* — (U, NUs) x CF

(p,v) — (P, 9as(P)v)

e definiscono funzioni di transizione
Jap : Ua NUs = GL(k,C) = CV

olomorfe.



Definizione 3. Un riferimento su U del fibrato (E, 7, M) di rango k ¢ una
k-pla (o1, ..., 01) di sezioni su U tale che ¥p € U, i vettori o1(p), ...moy(p) €

E, = 7~(p) sono linearmente indipendenti.

Osservazione 2. Assegnare un riferimento per E su U é essenzialmente equi-
valente a dare una banalizzazione di F su U. Infatti, partendo dalla bana-
lizzazione:

Yu : El, = U x CF,

le sezioni oy(p) := ¥y ' (p,e:),i = 1,...,k formano un riferimento e, vice-
versa, assegnato un riferimento {oy,...,04}, ogni A € E, si scrive come
A= >, Noi(p) e percido possiamo definire la banalizzazione ¢y al modo
seguente:

Yu(N) = (D, Ay ooy Ak)-

Notiamo anche che, data ¢ banalizzazione di F su U, ogni sezione o di E su
U si puo rappresentare in modo unico come un vettore di funzioni lisce f =
(f1, ..., fr) scrivendo o(p) = Zle fi(P); (p, €;). Se ¥y é una banalizzazione
di EsuVe f'=(f],...,f;) éla corrispondente rappresentazione di o/,
allora si ha:

k k
DLWy we) = YL ()
= D filoei =D Fio)oty' (.e)

= f=guvf

quindi, in termini delle banalizzazioni {¢, : E|, — U, x C*}, le se-
zioni del fibrato E su |J, U, corrispondono esattamente alla famiglia {f, =
(fars s far )} di vettori di funzioni C tali che f, = gapfs, dove le gns sono
le funzioni di transizione su U, N Ug.

1.2 Esempi di fibrati vettoriali olomorfi

Osserviamo anzitutto che i fibrati duale, somma diretta, tensore, poten-
za esterna e pull-back di fibrati vettoriali olomorfi sono ancora olomorfi.
Partendo dalla nota decomposizione TcM = TM @ C = T*°M @ T'M
del fibrato tangente complessificato, definiamo il fibrato tangente olomor-
fo TYOM = (C{a%}, ovvero il sottofibrato corrispondente all’i—autospazio
di TcM. Esso é un fibrato olomorfo (di rango m, data M varieta com-
plessa di dimensione m), in quanto le sue funzioni di transizione sono date
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da (gap) :(gi;‘) per k,j = 1,...,m che sono chiaramente olomorfe. Ana-
B

logamente, dalla decomposizione T:M = T*M @ C = T*M"° & T*M%!,

definiamo il fibrato cotangente olomorfo T*M'° = (TMW0)* = C{a‘;} e

APOM = AP(T* M), il fibrato olomorfo potenza esterna.

2 (p,q)-forme su M a valori in £

Per ogni £ = (F,m, M) olomorfo, definiamo AP?(E) := APIM ® E, dove
ARM = D, = APIM, le cui sezioni sono le (p,¢)—forme su M a valori in
E. Sia {01,...,05} un riferimento locale su E|; e w; una (p,q)—forma su
M, dunque:

w; = E wpydzr N dzy,
1J

con wt; funzioni C*(U,C). Allora o € I'(APY(FE)) si scrive come
k k
o = Zwi X o; = Z (Zw}JdZ] /\d?(]) X 0;.
i=1 =1 \ IJ

Da ora in poi denoteremo le sezioni del fibrato A??(E) equivalentemente con
i simboli Q74(E) e ['(AP(E)).

3 Operatore 0

Vogliamo definire un operatore 0 : QP4(E) — QP9+Y(E). Sia o € T(AP4(E));
localmente o = Zle w; ® 0y, con {071, ..., 0} riferimento su E.
Pertanto poniamo d(c) := Y25, d(w;) & 0;.

L’operatore cosi definito gode delle due seguenti proprieta:

i) 9 =0:
8o = 8(00) = 0 (X4, dwi @ ;) = ¥4, 8w o = 0 poiche
Dw=0Vi=1,... k

ii) 0 soddisfa la regola di Leibniz:
siano o € T'(A™(FE)) e a € T(AP4(M)), dove 0 = Zle w; ® 05,

con w; € Q™ (M).
Dunque

k k
alNo=al (Zwi@)ai) :Z(a/\wi)@)ai.

i=1 i=1
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Allora:

K k
aNo) = 52 aNw) ®o; = Zé(a/\wﬂ@ai
=1

i=1

k
- Z [0 A w; + (—1)9% (a A Ow;)] @ o
=1

= 50& AN (Z w; & Ui) + (—1)d690‘ (Oé A Zng &® Ui)

i=1 1=1
= dano+ (=1 (a Ado).

Mostriamo che 0 é ben definito, ovvero non dipende dalla banalizzazione
scelta su E;. Sia (01,...,0},) un altro riferimento locale di £ su M. Allora

o= Zlewi ®o; = Zf 17'] ® o, con w;, 7; € T(APIM) Vi, j =1,... .k
Sappiamo che o; = Zle guoy, con g; € O(U,C), ovvero funzioni olomorfe
perché E ¢ un fibrato olomorfo. Allora si ha:

k k k k k
Zwi ®o; = Z (Wi ® ZgijU;) = Z (Z Wigij) ® ‘7}
i=1 Jj=1

i=1 j=1
k

Tj = E WiGij-
i=1

Dal fatto che 0 soddisfa Leibniz e le gij sono olomorfe, segue:

)

k
do = 257']- ®a;- =

J=1



4 Strutture olomorfe

Definizione 4. Una struttura pseudo-olomorfa su § = (E,m, M) fibrato vet-
toriale complesso ¢ un operatore 9 : 4(E) — QP4TY(E) che soddisfa la

regola di Leibniz. La coppia (£, 0) é detta fibrato vettoriale pseudo-olomorfo.

Definizione 5. Se 'operatore 0 di (&,0) ¢é tale che 9 = 0, allora 0 ¢ detta
struttura olomorfa.

Definizione 6. Una sezione o di (£,0) é detta olomorfa se do = 0.

L’esistenza o meno di una struttura olomorfa associata ad un fibrato vet-
toriale complesso ci permette di caratterizzare i fibrati vettoriali olomorfi.
Per mostrarlo abbiamo bisogno di due risultati preliminari.

Lemma 4.1. Un fibrato vettoriale pseudo-olomorfo (§,0) di rango k é olo-
morfo se e solo se Vp € M esiste U intorno aperto di p e un riferimento
{o1,...,01} di sezioni olomorfe di E su U.

Dimostrazione.

(=) Sia £ un fibrato vettoriale olomorfo. Allora possiamo definire, per ogni
banalizzazione locale olomorfa (U, ¢y ), una base locale di sezioni olomorfe
in questo modo: o;(p) == ¢, (p,e;),Vi=1,...,k, dove e; é l'i-esimo vettore
della base canonica di C*.

(<) Viceversa, ogni riferimento locale di sezioni olomorfe definisce una ba-
nalizzazione locale di F

QYU - E|U — U x (Ck
Up - (p7vl>"'7vk)
dove v, = 20 v;05(p) & un elemento di E,.
Sia (01,...,0%) un riferimento di sezioni olomorfe su U e (o},...,0}) un
riferimento di sezioni olomorfe su V. Allora abbiamo due banalizzazio-

ni locali (¢y,U) e (pv,V) definite come sopra. Bisogna mostrare che le
funzioni di transizione associate sono olomorfe. Sia v € E,|,,, = v =

Zle wiol(p) = Zle v;oi(p). Sia o; = 2?219@"7;‘ con (g;;) matrice del
cambio di riferimento = v = Zle vioi(p) = Zle v; <Zf:1 gijaé-(p)> =
Sy (S g ) o}(0) = Sy wio ().
Dunque:
oy o, (UNV) x CF
(p,v1,. .., Uk)

(UNV) xC*
(p, (wy, ..., wg))
(p79VU(p)(U1, o, Uk))

_)
%
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con gyy = (gj;) funzioni C*° su U. Quindi:

k k k
0= 8@- = 8 (Z gZJO';> = Z&gm & O'; -+ Zgw&f;
j=1 j=1 j=1
ma 502- =0,Vj =1, o k per ipotesi. Allora Z§=1 0gij ® o; = 0 con {o%}
base locale. Pertanto dg;; =0, Vi,j =1,... k. n
Lemma 4.2. Sia 7 := (7;;) una matrice di (0, 1)—forme su U tali che O1;; =
Zle Tu N1, V1 < 4,5 < k, o, equivalentemente Or =71 AT. AlloraVp € M,
varieta complessa di dimensione m, esiste un aperto U’_C U contenente p
e un’applicazione f = (fi;) : U — GL(k,C) tale che 0fi; + Zle fum; =
0,V1 <i,5 <k o,equivalentemente Of + fr = 0.

Dimostrazione. Definiamo una struttura quasi complessa su N = U x CF.
Dato che M é una varieta complessa di dimensione m su C, possiamo suppor-
re che U sia un aperto di C™ con coordinate olomorfe (z1, ..., z,) e indichia-
mo con (wy, ..., wy) le coordinate su C*. E noto che, se T' & un sottofibrato

complesso di AN tale che T@® A'N = ALN, allora esiste un’unica struttura
quasi complessa J su N tale che T' = AN rispetto a J, cioé

T={w—iJwlweT(A'N)} = {£ € A¢N|E(Z) = 0,VZ € T(T"'N)}.
Scegliamo T il sottofibrato di ALN generato dalle 1—forme seguenti:

k
{dzq, dw; — melﬂ <a<m,1<i<k}
=1

e sia J 'unica struttura quasi complessa tale che T'= A N. Mostriamo che
TY'N, costruito usando J, ¢ integrabile o, equivalentemente, che

dU(T) = dT'(A'Y°N) CT(A*°N) @ T(AM N) = I'(T A AEN)
E sufficiente dimostrarlo sulla base locale che definisce T. Vale che:
a) d(dz,) = d*z, = 0;

b) d(dw; - SO Tawy) = wai — > d(Tawy)
= — Zl:l wld(Til) + Zl:l Til A\ dwl
- Zle(—wlam — wl(“)Til + Til A\ dwl)

k k
= <—wla7'z'l — Wy Y ey Tis N Tor + Tu A dwz)
k k k
= = > OTawy — D)y Tis ATy + Y0 Tis A dwg

k k k
= Zl:l —ﬁmwl + Zs:l Tis N\ <dw8 — Zl:l Tslwl>
che ¢ una sezione di T'A AEN.
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Per il teorema di Newlander-Niremberg possiamo completare la famiglia {z, }
ad un sistema di coordinate locali olomorfe su U’ x C¥, con U’ un intorno di
p contenuto in U. Poiché du; € T'(T) = I'(A'YN), esistono funzioni Fj; e Fj,
per 1 <i 1<k, 1<a<m,C®suU xCFtaliche

k m
du =) Fy(dw; = Tigws) + ) Fadza.
a=1

i,5=1
Applichiamo d:

k m
0=d*y; = d (Z Fyi (dw; — Tisw5)> +d <Z Fladza>

1,6=1 a=1

k k
= > dFy A (dw; — Tiaws) — Y Fad(ri)w,

7,5=1 1,5=1

k m
+ > Fumis Adw,+ Y dFi Adz,
a=1

7,5=1 =

k
= Z dﬂl A\ (dwl — Tisws)

7,5=1

k k
+ ; Ey; (2 —dTisws + Tis N dw5>

+ Zm: dFj, A dz,.

a=1
Poniamo w; = 0,7 = 1,..., k e calcoliamo in (z,0):
k k m
0=>" (dFli(z, 0) + > Fil(z, om) Adw; + Y dFig A dz.
i=1 s=1 a=1

Posto fii(z) = Fh-(;z,O), abbiamo che f;; € C°°(U’,C) e la AU’ parte di
dFy;(z,0) é proprio dfy;. Dal fatto che la componente A*1U’ @ AYOC* ¢ nulla,
otteniamo che

k
0=0fi(2)+ > fulz)ra, Vil=1,.k
s=1

ovvero Of + fr = 0. O

Possiamo dunque enunciare il seguente:

12



Teorema 4.3. Sia £ = (E, 7, M) un fibrato vettoriale complesso. & & olo-
morfo se e solo se ha una struttura olomorfa.

Dimostrazione.

(=) Sia ¢ un fibrato olomorfo. Allora possiamo considerare 1'operatore 0
definito precedentemente sulle sezioni. Abbiamo gia dimostrato che soddisfa
Leibniz e che & = 0. Dunque 0 ¢é una struttura olomorfa.

(<) Sia 0 una struttura olomorfa. Per dimostrare la tesi, in base al Lemma,
1, & sufficiente mostrare che Vp € M, esiste un intorno aperto U di p e un
riferimento di E su U composto da sezioni olomorfe. Sia {oy,...,0%} un
riferimento locale per F sull’aperto U di p. Definiamo delle (0, 1)—forme su
E nel seguente modo:

k
80'i = E Tij®0j
Jj=1

con 7;; (0,1)—forme su U. Allora, dalle proprieta di cui gode una struttura
olomorfa abbiamo:

k
0:520'2':5((90’1') = 5(27’2']'@0']')
7=1
k k
= Zéﬁj@O'j—ZTij/\gO'j
j=1 i=1

k k k
== Zéﬁj X 05 — ZTU AN <2le X 0'1)
j=1 J=1 =1

k k

= Zgﬁj K o; — Z(sz /\le> o
j=1 7l=1
k k

= Zaﬂ'j & O'j — Z(Til A le) ®O’j
j=1 l,j=1
k k

= Z <6nj — ZTil A\ le> X O'j.
j=1 =1

Dunque 97;; = Zle Ta ATy, V1 <id,j < k.
Supponiamo ora di poter trovare un’applicazione

f:U — glk,C)
p = fr=(fi(p)),

13



con f = (fi;) € C>®(U',C), tale che 0 = Jf;; —i—Zf:l fumj, V1 <1i,j < k. Una
tale applicazione esiste per il Lemma 2. Dimostriamo che le sezioni locali

{s1,..., 8k} cosi definite:
k
Si = E faou,
I=1

sono olomorfe. Infatti si ha:

k k k
0s; _5<Zfiz<71> = ngu®01+2fu/\501
=1 =1 =1
ko[ k
= Z <3fil®05+2fimj®0j>

I=1 J=1
k k
= > (0fua)+ ) (fyma®o)

=1 Gi=1

k k
= Z 5fil+2fij7jl X oy
=1 j=1
= 0.
La tesi segue, pertanto, dal Lemma 1. O

5 Isomorfismo tra fibrati su CP™

Definizione 7. Siano M, M’ due varietd. Sia F un fibrato su M ed E’ un
fibrato su M’. Un morfismo tra fibrati é una coppia (f, @) di mappe tali che
f:M— M, ¢p:FE — FE sono mappe C® e mgr 0o = fomg. Sele mappe
f,¢ sono diffeomorfismi, i due fibrati si dicono equivalenti. Se M = M’,

diremo che due fibrati su M sono equivalenti se esiste una equivalenza di
fibrati (f, @) con f = Idy.

Osservazione 3. Osserviamo che, per definizione, se due fibrati F, E’ sono
equivalenti, le loro fibre sono diffeomorfe (essendo il diffeomorfismo dato dalla
restrizione alla fibra del diffeomorfismo tra £ ed E').

Proposizione 5.1. Sia M una varieta, E un fibrato su M e {Uy, 0¥} un
atlante trivializzante di E con funzioni di transizione {gas}. Sia E' un altro
fibrato su M con atlante trivializzante {Us, o'} e funzioni di transizione
{hog}. Una mappa ¢ : E — E' ¢ un’equivalenza tra fibrati se, Yo, posto
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Vo = (W, ") = @F oo (OE) 1 i Uy x V= Uy x V', risulta 1o = Id e,
per ogni «, B tali che Uy, NUs # 0 si ha:

V5, v) = haa(P)Vn (D, Gas(P)V).- (1)

Viceversa, se esiste una famiglia {1, = (¢, Y7} di mappe lisce da Uy, XV —
Uy x V' tali che ¢!, = Id e che soddisfano la (1) e tali che, Vp fissato,
W (p,-) & un diffeomorfismo, allora F) equivalenza tra fibrati tale che ¥, =

oo ()" per ogni a.

Dimostrazione.
(=) Sia (p,v) € U x V e si consideri la composizione 1), definita da:

U, x v % 75 (Ua) 5 w5l (Ua) o8 U, x V',
dove 9 é un’equivalenza tra fibrati, quindi & un diffeomorfismo. Allora:
Ys = @f ovo(pf)!
= @f o(pl) ol oo(pl) T ol o (pf)
= hpa ©9a © gas

che sono proprio la (1).
(<) Viceversa, la (1) ¢ una relazione che consente di incollare le {1,} ad
una equivalenza tra fibrati. n

1

Corollario 5.2. Siano E, E' due fibrati olomorfi di rango uno su una varieta
complessa M. Supponiamo che E ed E" abbiano funzioni di transizione {gas}
e {ggﬁ} rispettivamente. Allora esiste un isomorfismo di fibrati vettoriali
f:E — E' se e solo seVa esistono fo : Uy — C* olomorfe tali che:

Js :g;ﬁ Va, 3.
fa UaUs  Yap

Le f, : w;l(E]Ua) — L (E|y,.) sono date da ¢/, 0 fo (0a)7L, essendo @q, ¢,
le funzioni di banalizzazione locale di E ed E'.

Dimostrazione. Segue direttamente dalla Proposizione 5.1. [

Definizione 8. Sia (M, J) una varietd complessa di dimensione m. Chia-
miamo fibrato canonico di M, Ky := A™OM.

Osservazione 4. Ky ¢ un fibrato vettoriale olomorfo (vedi esempi)
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Sia M = CP™. Oltre a Kj; possiamo definire il fibrato tautologico in rette
7 di CP™ in questo modo:

T = (L, 7, CP™),

conm: L = CP", L = ccpm Lz}, dove L) == 771([2]) & la retta complessa
su cui giace z in C™*, ovvero < z > . Mostriamo che 7 é un fibrato vettoriale
olomorfo su CP™. Fissato un atlante olomorfo {U,, %} su CP™, siano

Vo :m HUy) — UyxC

w = ([z],0a)
le banalizzazioni locali di 7, dove p = [z]. Su U, N Ug abbiamo:

waowgltUaﬁngc — Uaﬂng(C
([, A) = (2], gas([2)N)

con 0 < a, B < m dove:

V() = ([z],w:(Z—A,ﬁA,...,@A,...,Z—mA»

- ([z],ﬁ):)\i

zB
= wa<[z1,w>:<[zJ,j—;A>
= gap([2]) = 22

<B

olomorfe in U, N Ug.

Proposizione 5.3. I fibrato canonico di CP™ ¢& isomorfo all’ (m+1)—esima
potenza del fibrato tautologico T, ovvero:

K(C[pnm = Terl
Dimostrazione. Sia E = A™CP™, M = CP™ e
Yo Uy, = C™

carta locale con
doe : TU, — TC™ = C*™

Siano (wyq, ..., wy,) coordinate su CP™

= w:i=dw A---Adw, € N°M = A™OCP™
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= A™O((gn)™h) : A™OCP™ = T, x A™C™
wy — w(deg' (M), dpt (Vi)

dove Y; € x(C™).
Sia ora &, = A™((%)™1)

= hag = o 0 5" 1 (Ua NU) x A™C™ — (Uy NU) x A™C™
(p,dbg A --- ANdby,) —  (p,dag A -+ ANday,),
avendo fissato coordinate olomorfe:
a; = 2/ 2o in (Ua, pa) per i ={0,...,m}\ {a}
bi = 2i/zp in (Ug,pg) per i ={0,...,,m} \ {B}.

Maagba:z—ii—gzléaﬂ:i
eVi#a,f a =bag=
2
das = — (%) dby = —a2db, e da; = agdb; + bdag per i # a, B.
Ne segue che:
dag N\ -+~ Ndag_1 Ndagii A -+ Nday,

= (=1)*Paf dby A .. .dbg_y Adbgiy A+ A dby,

—m—1
a—p3 —m— a— z
= hap = (—1) B% L= (=1)>F (—ﬂ>

Za

= (=1)*(gas)™"!

= Cahaﬁcgl - (gaﬁ)m+1

dove si & posto ¢, = (—1)*

precedente.

6 Fibrati vettoriali hermitiani

e cg = (—1)P. La tesi segue dal Corollario

Definizione 9. Sia E un fibrato vettoriale complesso di rango k sulla varieta
complessa, M. Una struttura hermitiana h su E ¢ un campo C* di prodotti
scalari hermitiani sulle fibre di E, cioé Vp € M l'applicazione h : E,x E, — C

soddisfa:

h(u,v) ¢ C-lineare in u per ogni v fissato in E,;
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h(u,v) = h(v,u), Yu,v € Ey; (3)
h(u,u) >0, Yue E,\{0}; (4)

M — C

p s h(u(p), v(p)) ¢ C™ in p, Yu,v € E,. (5)

L’applicazione

Definizione 10. Un fibrato vettoriale complesso dotato di una struttura
hermitiana é detto fibrato vettoriale hermitiano.

Osservazione 5. Vale la seguente
h(u,av) = ah(u,v), «€C;

infatti

h(u, av) = h(av,u) = ah(v,u) = ah(u,v).

h:E — E*
'—)h(—,’l]) ’

Dunque possiamo vedere h come un isomorfismo C-antilineare

dato che é un prodotto scalare non degenere.

Teorema 6.1. Ogni fibrato vettoriale complesso ammette una struttura her-
mitiana.

Dimostrazione. Sia {U,, 14} una banalizzazione locale del fibrato £

El, — U, x CF

Va: (p,u) = (p,Ya(p,u))

e {pa} una partizione dell'unitd subordinata al ricoprimento aperto U =

{Ua}.

Ricordiamo che

Z) Pa < COO(M)7

”) Za pa(p) =1,

i) pa(p) >0 Vp € M,

iv) supp po C U,

Per ogni p € M e u,v € E, definiamo

ha,p(uv U) =< ¢a(pa u)7 ¢a(p7 U) >= ¢Oc(p7 v>t ’ 77Z)Oé(pv u)

B 0) = hp(u,0) == 3 palp)hapu,v).

Uocl
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Mostriamo che tale h ¢ una metrica hermitiana su : infatti la (2) e la (3)
discendono dalle proprieta del prodotto hermitiano in C*. La (4) discende
dalle proprieta della partizione dell’unita ed infine p — h, ¢ C°° perché

ho(w,0) = > pal@)hap(w,v) = S palp)a(p.v) - talp,u)

Uael Un el

e le p, e le 1Y, sono funzioni C*. m

Esempio 1. Se (M, g) & una varieta hermitiana con struttura hermitiana g,
allora il fibrato tangente, il fibrato cotangente ed il fibrato delle (p, ¢)-forme
sono hermitiani con una naturale struttura ereditata.
(T'Mc, g) lo é per definizione di varieta hermitiana.
Vediamo la struttura hermitiana di 7*Mg: sappiamo che Va € T (T* M)
Ju e '(TMc) : a(v) = g(v,u). Definiamo

T;M(c X T;M(c — C

(@75) = < 0576 == g(u7v)

con u, v le controimmagini nell’isomorfismo

TpM(C — T;M(C

u = g(v,u).

Dunque (T*Mc, <,>) é un fibrato hermitiano.
Possiamo estendere questa struttura hermitiana sul fibrato AP7M:

se
a,B € APIM,  conp+q=Ek,

a=w; N ...\ wg,
B=11 N .. \Tg,

allora definiamo

<a,f>=det(<w;,T1 >),
con < w;, 7; > prodotto hermitiano sopra definito.
Quindi (AP7M, <, >) é un fibrato hermitiano.

Esempio 2. Se E, F sono fibrati con struttura hermitiana allora £ & F' ed
E ® F' ereditano una naturale struttura hermitiana.

Esempio 3. Come conseguenza dei primi due esempi abbiamo che se (E, h)
¢ un fibrato hermitiano su una varieta hermitiana (M, g), allora il fibrato
API(E) = AP9(M) ® E ha ereditata una naturale struttura hermitiana che
denoteremo con <, >.
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Definizione 11. Sia E un fibrato vettoriale complesso su M. Una connes-
sione su E & un operatore differenziale C-lineare V : T'(E) — Q'(E) che
soddisfa la regola di Leibniz:

V(fo)=df ® o+ fVo, VYfeC®M),Voecl(FE).
Osservazione 6. Ricordiamo che A'M = 7}, e che
Ty @ E ~ Hom(7y, E),
dunque possiamo leggere la connessione come
V:I'(E)—=T'(r;; ® E) =T (Hom (1y, F))

e quindi, se s € I'(E), Vs € I'(Hom (7a, E)) ed abbiamo Vv, € T,M
associata una sezione in E cosi definita:

Vi,s = (Vs) (7).

Possiamo estendere V a I' (AP(FE)) = QP(E), cioé

A

V:OP(E) - QPTY(E)

nel seguente modo:

A~

V(w®o)=dw®o+ (-1)’'wA Vo,

dove se {e;} & una base di TM ed {ef} la sua base duale, vale:

w/\V0:Zw/\e;‘®Veia.

i=1
Osservazione 7. Sia {si, ..., Sy} un riferimento locale per il fibrato E, allora

k
Vsi:Zwﬁ@)sj, w]'i691<M),

Jj=1

ovvero localmente ad ogni connessione € associata una matrice di 1-forme
locali k x k su M, w = (w;;).

Definizione 12. Se (£, h) é un fibrato hermitiano su M e V una connessione
su I, si dice che V é una connessione compatibile con la struttura hermitiana
h (o connessione hermitiana) se

d (h(Sl, Sg)) =h (v<81>, 82) + h (Sl, V(Sg)) .
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Osservazione 8. La definizione ha senso poiché h,(sq, s2) € C°(M) per de-
finizione di struttura hermitiana, e a destra invece intendiamo h (V(s1), s2)
e h(s1, V(s2)) nel seguente modo:

V(Sl) =0 X s e QI(E),

h(V(s1),s2) =h(0®s,s2) = h(s,s2)0

e analogamente

h(s1,0 ®s) = h(sy,s)6.

Osservazione 9. Sia {s1, ..., Sx} un riferimento locale ortonormale per E, al-
lora localmente la matrice del prodotto scalare h = id, e se w ¢ la matrice di
una connessione V hermitiana segue che

0 = did= dh(si, 8j> = h(V(Sz), Sj) + h(Si, V(SJ))
= h(Zwm-@sk,sj) +h<3iazwh]’®3h>
= Zwkih(sk, Sj) + Z@hjh(sh Sh) = Wy; + ‘Dij

e quindi w;; = —wj; ovvero w = —&', cioé la matrice della connessione ¢é
antihermitiana.

7 Curvatura

Definiamo ora il concetto di curvatura associata ad una connessione su un
fibrato vettoriale.

Definizione 13. Si dice curvatura associata alla connessione V su un fibrato
vettoriale £ = (E, 7, M) loperatore

RY:T(E) — QYE)
o RVU:<¢OV)U

dove con V : QY(E) — Q2(E) indichiamo estensione di V : ['(E) — Q'(E)
che gode infatti della proprieta espressa dal seguente

Lemma 7.1. Se f € C®(M) edn € QY(E), allora

V(fn)=df An+ fVn.
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Dimostrazione. Sen =a® o € Q'(FE) si ha:
V(fn) = V(fa®o)=d(fa)®oc— faAVo
= df N\a®o+ fda®o— faANVo
= df A\n+ f(da®o—aAVo)
= df An+ fV(a®0o)=df An+ fVn.
[

Notazione: in cio che segue con il simbolo V indicheremo indistintamente
una connessione e ogni sua naturale estensione a qualunque grado.

Osservazione 10. La curvatura puo interpretarsi come una misura di quanto
una data connessione V suli fibrati si discosti dall’essere un differenziale.

Osservazione 11. RY ¢ lineare sulle funzioni C*(M).
Infatti, date f € C*°(M) e 0 € T'(E), si ha:
RY(fo) = V(V(fo))=V(df ® 0+ fVo)=V(df @ o) + V(fVo)
= d*f®oc—df N\No+df ANVo+ fV (Vo) = fRVo,

e cid mostra che la curvatura RY & un tensore.

Osservazione 12. Se w ¢ la matrice di 1-forme associata ad una data connes-
sione V, ed indichiamo con 2 la matrice di 2-forme associata alla curvatura
RY, vediamo qual ¢ il legame tra Q ed w.

Se s = (81, ..., ;) € il vettore riga che rappresenta un riferimento locale sul
fibrato &, si ha:
Vs=w®s=sw

da cui segue che

N®s = Vw®s)=dw®s—wAVs=dw®s—wA (w®s)
= dw®s—(WAw)®s=(dw—-—wAw)®s
= O=dw—-wAw.

8 Decomposizione di V
Data una varieta complessa M e un fibrato olomorfo £, sia V una connessione

su €.
Abbiamo precedentemente definito la struttura olomorfa

Op : T(E) = Q" (E),
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e sappiamo inoltre che
QNE) = QY(E) e Q(E).

Possiamo decomporre la connessione V in due connessioni nel modo seguente:
se indichiamo con
0 QY(E) — Q"(E)
e con
%t O (B) — Q"1(E)
le proiezioni di Q!(E) rispettivamente sulle parti Q%1(E) ed Q19(E), possia-
mo definire
V="V :T'(E) = Q"(E)
Vo =T oV T(E) — Q"Y(E)
e dunque V = V10 ¢ VO,

Osservazione 13. Tale decomposizione vale anche se £ non ¢é un fibrato vet-
toriale olomorfo, ma pseudo-olomorfo.

Da cio segue che se f € C®(M) ed s € T'(F), allora:
VY(fs) + V™ (fs) =V(fs) =df @ s+ fVs
(0+0)(f) @ s+ F(VI+V)(s)

= 0f®@s+ Vs +0f@s+ fViis

VI(fs)=0f @ s+ fV1Vs
=\ VONfs) = df @5+ fVOLs

e percio V%! rispetta la regola di Leibniz, vale a dire ¢ una struttura pseudo-
olomorfa su &.

Definizione 14. Una connessione V su & si dice compatibile con la struttura

olomorfa se VO = 0.
Osservazione 14. Per ogni sezione o € ['(E) possiamo scrivere:

RVo = V(Vo)=V(VY?+V>)0)
— (VLO)QO_ 4 (VO,I)QO_ 4 (Vl,OvO,la, + vO,lvl,OO,)’

da cui segue che la (0, 2)-componente della curvatura RV & data da:

(RV)(O,Q) _ (VOJ)Z‘
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Questo fatto ha una conseguenza importante: se & = (E, 7, M) é un fi-
brato complesso dotato di una connessione V (e quindi con V%! struttura
pseudo-olomorfa su €), ed inoltre (RY)(*? = 0, cioé (V*)? = 0, V%! diventa
una struttura olomorfa e quindi per il Teorema 4.3 £ € un fibrato olomorfo.
Lo scopo che ora ci prefiggiamo é mostrare che, con ’aggiunta di opportune
ipotesi sul fibrato &, vale in un certo senso il viceversa.

Prima di arrivare a dimostrare tale risultato abbiamo bisogno di qualche
strumento e cio é l'oggetto delle osservazioni e risultati che seguono imme-
diatamente.

Osservazione 15. Determiniamo anzitutto un’espressione locale di V.

Sia V : T(E) — Q!(F) una connessione sul fibrato vettoriale &, ed S =
{01, ..., 0} un riferimento locale su E. Se u € QO(E), allora u = ¢, w05,
con u; € C®(M).

Sappiamo inoltre che Vo; = Zle wj; ® o, con wy; € QHM).

Applicando V ad u otteniamo:

k k k
. i=1 klzl . i=1
= Zdul@)az —i—ZuiZwﬂ@aj
=1 =1 j=1
k
= Z (duz + Z kujwij> X 0;.

i=1 j=1

Scritta in forma matriciale, poiché I'uguaglianza vale per ogni u, 'ultima
relazione diventa localmente

V=d+w.

Vediamo ora un’importante condizione di compatibilita della V con la
metrica h.
Vale la seguente

Proposizione 8.1. V ¢& compatibile con h < dh = h-w + @' - h.
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Dimostrazione.

(=) (dh),s = d(h(og,04)) = h(Vog,04)+ hog, Vo)

= h <Zwﬂg ®aj,oa> +h <05,ija ®aj>

J J

= > wip-haj+ Y Dja-hi
j j

= D wis-hai+ Y@k hys
j j

= (h-w—i—@t~h)a5.

Viceversa, se s,t € I'(E), con

abbiamo:
(<)dh(s,t) = d(th'-h-s)=(dt)"-h-s+t -dh-s+1-h-ds
= (dO)-h-s+t-(h-w+&" -h)-s+1 h-ds
= (dt+wb)'-h-s+t-h(ds+ws)

= ((d+w)t)  h-s+t-h((d+w)s)
= Vi h-s+ h-Vs=h(s,Vt) + h(Vs,t).

Facciamo seguire due ultime osservazioni tecniche utili nel calcolo.

Osservazione 16 (Dipendenza della metrica dal riferimento). Se S* = {s{, ..., s¢}
é un riferimento su U, ed S? = {sf, ...,sf} un riferimento su Ug, sappiamo

che in U, N U3
3? = ZgliS?
I

ed

6 _
S =D ImiS
m
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Allora

(hg)iy = h(s],s])h (Z ImiSms Zgus;l)
m l
= Z Gmi Gl (s, 57°) = ngj?]fl(ha)lm
m,l m,l

= (7" ha-9)i
e dunque
hﬁ = gthag.

Osservazione 17 (Dipendenza della matrice di connessione dal riferimento).
Vediamo come varia la matrice di connessione al variare del riferimento locale.
Se S% = S%g (convenzione: S” ed S sono vettori riga), allora abbiamo

S%ws = SPws=VSP =V(5%)
= V(g'(S)) = dg'(5%) + ¢'V((5))
= 5%g + g'wo(S%)" = S%dg + (wag)' (5"
= S% g+ S%wag
= S%uwsz = 5% (dg + wag)
e dunque
wg =g 'dg+ g 'wag.

Possiamo ora enunciare la seguente significativa

Proposizione 8.2. Sia (§,h) un fibrato vettoriale hermitiano. Allora esiste
almeno una connessione V su E compatibile con h.

Dimostrazione. Sia S = {si, ..., sx} un riferimento locale ortonormale del
fibrato (&, h), cioé H = (H;j) == h(sj, s;) = 0;j.

Indichiamo poi con {U,} un ricoprimento di M aperto e localmente finito
tale che S sia un riferimento ortonormale per 7~!(U,,). Allora la matrice H
associata ad h ¢é localmente la matrice identita, H = Id e, affinché V sia una
connessione compatibile con h, dobbiamo avere:

0=dld=dH=H w+&"' - H=w+a",

ovvero la matrice w di 1-forme di connessione é antihermitiana.

Una possibile scelta é rappresentata dalla matrice antihermitiana banale, cioe
We = w(S*) = 0.

In base all’osservazione 17 cambiando riferimento da S ad S” si ha:

1

wg =g 'dg+ g 'wag =g 'dyg
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e ancora, in base all’osservazione 16

Da cio segue
dhg = d(g'g) =dg'-g+g"-dg

= dg'(g")" g -9 +d 9.9 - dg

= (g7t -dg)' g - g+7 -9 dg

= (Z)g-hg—i-hg'wg,
ovvero localmente le matrici di connessione sono compatibili con la metrica
h.
Sia ora {p.} una partizione dell’'unitd subordinata al ricoprimento {U,}
e definiamo su E, = 7 '(U,) una connessione V, nel seguente modo in

coordinate:
Vaou =du+wau =du, conu € '(E,).

Per costruzione V, é una connessione compatibile con la metrica h su F,.
Definendo V := ) paV,, otteniamo una connessione su tutto lo spazio
totale E ed inoltre Yu,v € T'(E) vale:

W(Vu,v) + h(u, Vo) = Y [pa(h(Vau,v) + h(u, Vav))]

[0}

— Zpadh(u,v) = dh(u,v)

cioé abbiamo costruito una connessione su E compatibile con h. O

Finalmente possiamo enunciare e dimostrare il risultato il seguente fon-
damentale

Teorema 8.3. Sia £ un fibrato vettoriale olomorfo con struttura olomorfa
0 su una varieta complessa M e sia h una metrica hermitiana su &. Allo-
ra esiste un’unica connessione V su & compatibile con h e con la struttura

olomorfa (V%! = 0).
Definizione 15. Tale connessione é detta connessione di Chern su &.

Dimostrazione. Sia S* = {s1, ..., sx} un riferimento locale olomorfo su U,,.
Abbiamo gia osservato che

V=d+w=0+w’) +(0+w"),
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vl,O — a+w1,0

VOl = 94
Dire che 0 = V%! & percio equivalente a dire che w”! = 0, ovvero w ¢ una
matrice di (1, 0)-forme su M.
Se ora w, ¢ una matrice di (1,0)-forme su U,, cioé w, = wl?, affinché sia
compatibile con la metrica deve valere:

Ohg + Ohg = dhg = hy - Wa + &L, - R,
e dunque per la decomposizione di Q(M) in QY (M) @ Q%1(M), si ha:

Ohy = hy - wq
Ohe = & hq,
ovvero

Wo = h;l - Ohg.

Indichiamo ora con {w,} una collezione di (1,0)-forme su M relative al rico-
primento U, tali che w, = h_' - Oh, e sia SP un altro riferimento locale di
sezioni olomorfe, con S? = S°g.

Per quanto visto nell’osservazione 16 hg = g - hy, - g, dunque

hgl — gfl . h;l . (gt>71.
Allora
gws = g(hz' - Ohg)=(g(g7"-h'- (@) 0(7"  ha-9)))

= hy' (@) (0'G ha g+ G Oha g+ - dg)

= hg'(§)7" g Ohag +h3t (37" ha - dy

= hy'Oha - g+ dg =w,-g+dgdg=0dg=0
dal momento che .

o' =g =0,
essendo ¢ un cambiamento di riferimento olomorfo e
dg = 0g.
Dunque
wﬁ:gil'dg—i_gil'wa'g?

ovvero le matrici {w,} definiscono una connessione globale su E che & com-
patibile con la metrica e con la struttura olomorfa.
L’unicita di V ¢ data dalla costruzione fatta. ]
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9 Esempi di curvatura
1) Curvatura di una connessione V su un fibrato banale (E,m, M), cioé
(B,m,M) ~ (M x CF ', M).

Se su tale fibrato consideriamo la connessione banale, cioé V = d, allora
RY = R4 =0.

Ogni altra connessione ¢ della forma V = d + w, con w matrice di 1-forme.
Un semplice calcolo (che abbiamo gia eseguito in precedenza) mostra che in
tal caso RY = dw — w A w.

2) La curvatura di un fibrato in rette ¢ data da RY = dw. In tal caso
infatti il termine w A w = 0 per motivi dimensionali.

Osservazione 18. Una qualunque connessione V su un fibrato vettoriale &
induce una naturale connessione su End(E) che denominiamo V. In parti-
colare tale nuova connessione pud essere applicata alla curvatura RV della
connessione originaria sul fibrato vettoriale E.

La relazione tra la curvatura RY di una connessione su un fibrato F
e la connessione V di End(FE) indotta é espressa dal seguente importante
risultato:

Teorema 9.1 (Identita di Bianchi). Se RY ¢ la curvatura di una connessione
su un fibrato vettoriale E, allora

V(RY) =0.

Osservazione 19. Questo risultato generalizza quanto visto a proposito delle
importanti proprieta di simmetria del tensore di curvatura nel caso in cui
V sia la connessione di Levi-Civita ed RV sia la curvatura di una varieta
riemanniana associata.

Esempio 4. Per la connessione V = d + w sul fibrato banale, I'identita di
Bianchi é data da:

A = d(dw—-—wAw)=ddw—dwAw+wA dw
= (—Q—wAW)AWwFWA(Q+wAw)
= wAQ-QAw.
La curvatura delle connessioni indotte su fibrati vettoriali nuovi costruiti
a partire da vecchi fibrati possono essere espressi in termini della curvatu-

ra delle connessioni date associate ai vecchi fibrati nel modo espresso dalla
seguente:
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Proposizione 9.2. Siano &,& fibrati vettoriali su una varieta M equipag-
giatt con connessioni rispettive Vi e V. Allora si ha:
i) la curvatura della connessione indotta sulla somma diretta & @ & € data
da:

R=R"'& RV

ii) sul prodotto tensoriale & ® & ¢ data da:
RV*®14+1® RV?;
iii) per la connessione indotta V* sul fibrato duale £ la curvatura é data da:
RY = (-RY)";
i) la curvatura della connessione pullback f*V di una connessione V sotto
Pazione di una mappa differenziabile f : M — N ¢ data da:
RI™Y = f*RY.

Dimostrazione. Come esempi verifichiamo la ii) e la iv).

ii) Se 01 € I'(&§1) e 09 € I'(&), e V & la connessione indotta da Vi e V,
su §; ® &2, si ha:
RV (0, ®0y) = V(V(o1®0y)) =V (Vi(01) ® 0y + 01 @ V(03))
= V(Vi(o1) ® 02) + V(01 ® V3(02))
= V3(01) ® 05 — Vi(01) ® Vy(02)
+ Vo, ® Vo, + 0, ® V(o)
RV (01) ® 09 + 01 @ RV?(03),

cioé la tesi;

iv) Sappiamo che localmente una connessione V su un fibrato vettoriale £
puo essere scritta come d + w.

Allora, ricordando che la matrice di curvatura 2 = dw —w Aw, se indichiamo
con * la matrice di 2-forme associata alla curvatura

Rf*V — Rf*(d-i-w) — Rf*d-i-f*w — Rdf*+f*w — Rd-i-f*w’
otteniamo:
Q' =d(f'w) — ffwA ffw=f(dv—wAw)= fQ,

cioé

RV = f*RY.
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Concludiamo lo studio della curvatura di una connessione su un fibrato
vettoriale con una importante proposizione che riassume tutti i risultati sui
fibrati hermitiani ed olomorfi fin qui analizzati:

Proposizione 9.3. i) la curvatura di una connessione hermitiana V che sia
h-compatibile su un fibrato vettoriale hermitiano (E, h) soddisfa l’identita:

h(Rvsl, 32) + h(Sl, RVSQ) = O,

ii) la curvatura RV di una connessione V di un fibrato vettoriale olomorfo §
su una varieta complessa M con V%! = 0 non possiede la parte (0,2), cioé:

RY € (Q*° @ Q") (M, End(E)).

iii) Se & = (E, 7, M) é un fibrato olomorfo dotato di una struttura hermitiana
h, allora la curvatura della connessione di Chern ¥ & di tipo (1,1), cioé:

RY € Q' (M, End(E, h)).

Dimostrazione. i) Data la connessione V : Q°(E) — Q(F), che per ipotesi
¢ compatibile con la metrica hermitiana, sappiamo che si estende ad una
connessione V : Q%(E) — QF+L(E) ancora compatibile con la metrica h,
che agisce sulle sezioni s; € Q% (E) nel modo seguente:

dh(si,s;) = h(Vsi, s;) + (=1)*h(s;, Vs;). (6)

Ricordiamo infatti che, se oy ed as sono delle forme locali sulla base M e tq,
5 sono sezioni di £, vale la seguente:

h(on ® t1, a0 @ ta) 1= (aq A ag)h(ty, ta).
Da qui, prendendo in particolare s; ed s in I'(E), utilizzando la (6) si ha:
dh(Vsy1, s2) = h(V?s1,85) — h(Vs1, Vsy) = h(RV sy, 85) — h(Vsy, Vss);
dh (s, Vss) = h(Vsy, Vsy) — h(sy, V2sy) = h(Vsy, Vsy) — h(s1, RV s2).

D’altra parte, poiché V é per ipotesi compatibile con la metrica h, si ha:

dh(Vsl, SQ) + dh(Sl, VS2> == d(h(VSl, SQ) + h(Sh VS2>>
= d(dh(sl, SQ)) = d2(81, 52) = O,

da cui segue che
h(RY s1,52) + h(s1, RV s2) = 0,

come richiesto.
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i1) Possiamo ragionare come segue a livello globale: sappiamo che, se V é una
connessione su un fibrato olomorfo £ = (E, 7, M), con M varieta complessa,
é ben definito o
0=0g:=1(E)=Q%FE) - Q"(E),
con
Q"Y(E) + QY(E) = QY(E)

e che V si decompone in

V=" oV, con V' :QUE) = QY(E)

VO =T oV, con V"' :Q%E) - Q" (E).

Per ipotesi sappiamo inoltre che V%! = 9,
Allora si ha:

RY = V2= (V04 V)2 — (V0 1 §)?
= (VP £V 0d 40V 4+
ed essendo 9% = 0 si ha:
RY(s) € (%@ Q") (M, End(M)), Vs € I(E).

Localmente, possiamo invece ragionare nel modo seguente: dal momento che

V =d+ w, con w = w'? (percé cio & equivalente a dire che V%! = 0), la

matrice di curvatura é data da:
D=dw—-—wAw=(0+0)w—-wAw=0w+ (0w —wAw),

cioé ) é somma di una (1, 1)-forma e di una (2,0)-forma.

i4i) Per 'ultimo punto combiniamo i risultati ottenuti in 7) e i1).
Verifichiamo che RY ¢ di tipo (1,1). Da quanto visto al punto ) si ha:
h(VZSl, SQ) = h(@ X S1, 82) = h(Sl, 82)9 € Qz’O(M) © Ql’l(M),

perché la curvatura della connessione di Chern V rientra nel caso visto al
punto iz), mentre

h(s1, V2s5) = h(s1,n @ s2) = hisi,52)] € (M) & Q' (M)
= QY{(M) @ Q% (M),
Da i), cioé da
h(RY s1,55) + h(s1, RVs5) = 0 = h(V?s1,55) = —h(s1, V?s3)

e confrontando i gradi delle espressioni a primo e a secondo membro segue
che necessariamente per tutte le sezioni s1,s2 € I'(E) deve essere nulla la
parte di tipo (2,0), cioé RY = V o V deve essere necessariamente di tipo
(1,1). O
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10 Teoria di Hodge sui fibrati

Definizione 16. Sia (M,g) una varietd hermitiana di dimensione n. Negli
esempi abbiamo visto che AP?M ha una naturale struttura hermitiana <, >.
Definiamo in maniera implicita operatore *: Yo, 8 € I'(A®M)

aAN*¥B=aAxf=aAxf=<a,fp>dV,
dove dV € A™"M ¢ la forma di volume di M, e % & 'operatore * di Hodge.
Osservazione 20.

grad(dV) = (n,n) = grad(a A *¥03) = (n,n)

e quindi se «a,3 € APYM, che é I'unico caso in cui < «a,f ># 0, allora
x0 € QP P40 | Da cio segue che

% QPIM — QPP

w0 QPIN — QTP M.

Osserviamo che * & un isomorfismo C-antilineare e *1 = %1 = dV e che
_(_ (2n—k) p+q
¥ = (=M = (=1)pra.

Definizione 17. Sia E un fibrato hermitiano con <, >pg struttura hermitia-
na, possiamo definire su £ un altro prodotto hermitiano:

<< U,V >>pi= / < u(p),v(p) >g dV = / < u(p),v(p) >g 1,
M M

con u,v € I'y = {u € I'(E) a supporto compatto}.
Definizione 18. Siano P, ) due operatori lineari
P :T(E) = T(F)

Q:T(F) - T(E)

su due fibrati vettoriali hermitiani (£, <,>g) ed (F, <,>p).
Diciamo che @ é I'aggiunto formale di P se

<< P(u),v >>p=<<u,Qv) >>g, VYucTly(FE), YvelyF),

ossia

/<P(u),v>F*1:/ <u,Qv) >g 1.
M M
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Definizione 19. Sia L’operatore
kg QP4 — QRTPRT( )

cosi definito:

*p(p @ s) = *(p) @ h(s) = *(p) @ h(s) = x(p) @ h(s).

Osservazione 21. Abbiamo considerato h come isomorfismo C-antilineare tra
E ed E* e dunque *g é un isomorfismo C-antilineare che dipende da h e da

g
Osservazione 22. Siano «, f € QP(E) allora

alAxpf=<a,0>x1=<a,B>dV,

deriva dalle proprieta della * di Hodge e considerando A in QP4 (E)x QP9 E*)
come il prodotto esterno nella parte delle forme e la mappa di valutazione
E ® E* — C nella parte dei fibrati £, E*.

Osservazione 23. Valgono le seguenti:
(—1)P* kg o kg : QPI(E) — QPY(E)
(—1)n—p+n—q — (_1)p+q DX O kg Qp,q(E*) N ng(E*)‘

Definizione 20. Se (£, h) ¢ un fibrato vettoriale olomorfo hermitiano sulla
varietad hermitiana (M, g), definiamo

05 QPI(E) — QP9 Y(E), con 0} := —%g« 0 Op~ 0 ¥z,
dove Jg ¢ la struttura olomorfa di e Og- la struttura indotta su E*.

Definizione 21. Nelle ipotesi sopra indicate definiamo I’ operatore di Laplace
come

Ap : QP(E) — QP(E)

Definizione 22. o € QP9(E) ¢ detta armonica se Ag(a) = 0.
Chiamiamo AP9(M, E) := {spazio delle (p, ¢)-forme armoniche}.

Teorema 10.1. L’isomorfismo C-antilineare
xp o QPUE) — QU PrTA(EY)
induce un isomorfismo C-antilineare

%5 APY(M,E) — A" P 9(M, E*).
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Dimostrazione. Basta dimostrare che
a € APYM,E) = xpa € AVP"TIYM, E”)

ovvero Ap-(*¥g(a)) = 0.
Si ha che:
AE*O;E == (72* OgE*—{—éE* 05**)O;E

—%EoéEoiE* OéE* O>T<E—’—5E* O<—>T<E)05EO>T<E* O>T<E

;EoéEO(—;E* OéE*O*E)‘F;EO(—’T‘E*)OéE*O;EOéE
= %EogEogg—l—%EoégogE:;kEoAE

Dunque Ag:o%p = *¥goAg e quindi é evidente che xg(a) € A" P"9(M, E*).
]

Sia ora M una varieta compatta.
Ricordiamo che dalla struttura hermitiana <, > su QP?(E), risulta definita
una nuova struttura hermitiana <<, >> nel seguente modo:

<< a,f>> = /<a,6>*1:/ <a,B>dV
M M
= /a/\%E(ﬁ), Va, f € QPU(E). (7)
M

Denotiamo con

OP9(M, E) = (QP(E), <<, >>).

Lemma 10.2. Sia (E, h) un fibrato hermitiano olomorfo, (M, g) una varieta
compatta hermitiana. Allora, rispetto a <<,>> l'operatore 0" & l’aggiunto
formale di O e Ag é autoaggiunto.

Dimostrazione. La seconda osservazione segue banalmente dalla prima. Pro-
viamo quindi la prima.
Se o € OPU(M, E) e 8 € QP1TY(M, E) allora

<< a,0p3>> = — << a,kg-00g0*pf >>

— —/ <O{7>T<E*05E*O¥E6>dv
M
M

— (_1)n—p+n—q—1/ Oé/\éE* o ’EEB (8)
M
Ma, utilizzando la regola di Leibniz, si ha che:

5(0& A ;Eﬁ) = 5E(Oz) VAN ;Eﬂ + (—1)p+q0z VAN 5E*>T<E6
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La (8) diventa allora:
<< a,058 >>= —/ (o A ¥pf) +/ Op(a) A *gp.
M M

Ma, se a € QP4(M, E), B € QP9™(M, E), allora:
%p(B) € Q"PTH(M, E)
= aAxp(B) € Q""" Y(M,E)
= JdaAx(B)) =d(aAxp(B))

= / (a N*pp) = / dlaNxgB) =0

per il teorema di Stokes, essendo M senza bordo. Da cio segue che:
<< a,0p8 >>= / Opa N\ g = / < Opa, B> dV =<< Oga, B >> .
M M

Dunque 0}, é aggiunto formale di Jp. O]
Corollario 10.3. Sia o € QP9(M, E) allora
a € APY(M,E) < Opa = 0pa = 0.
Dimostrazione. (<) banale dalla definizione (21).
(=) Se Ag(a) = 0 allora
0 = <<aApa>>=<<q,0p0pa >>+ << a,0pdha >>

= << Opa,Opa >> + << Opa, Opa >>

= [|Oall* + [|9pall*

= Opa = 0pa =0.

[

Teorema 10.4 (di decomposizione di Hodge). Sia E un fibrato hermitiano
olomorfo e M una varieta hermitiana compatta. Allora:

OP4(M, E) = 90091 (M, E) ® AP(M, E) @ 850 (M, E),
e AP9(M, E) ¢ finito dimensionale.

Dimostrazione (cenno). La dimostrazione del fatto che ogni (p, ¢)-forma su
E si possa scrivere come somma, dei tre sottospazi ¢ molto laborioso. Dimo-
striamo invece che i tre sottospazi sono ortogonali tra di loro e che dunque la
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somma ¢ diretta: se v € 9pQP4~1(M, E) allora 33 € Q77 1(M, E) tale che
Ogf = a; se vy € AP4(M, E) allora

<< a,a>>=<< 0B,y >>=<< 3,057 >>=0

perché v & armonica. Quindi dpQP?~Y(M, E) e AP4(M, E) sono sottospazi
ortogonali.

Infine, se v € OO~ (M, E) e B € 0pQP9+Y (M, E) allora In € QP41 (M, E)
e T € QPITL(M, E) tali che Opn = o e 07 = 3. Allora

<< a,B >>=<< 0pn, OpT >>=<< 020, 7 >>=0
poiché Op é una struttura olomorfa. Da cid segue la tesi. [

Osservazione 24. Nel caso di E = (M) = {funzioni olomorfe su M} allo-
ra QPU(M, E) = QP4(M) e la decomposizione & quella classica per varieta
hermitiane compatte.

Definizione 23. La coomologia di Dolbeault di un fibrato vettoriale olomor-
fo & definita come
ker(Op : O9(M, E QPaty(M, E
Hra(M, B = X0 P M, E) = (M E))
Im(0g : Q=1 (M, E) — QP(M, E))

Corollario 10.5. La naturale proeizione
m: APY M E) — HPYM, E)
a — 7(a) =]
¢ biunivoca. In particolare H?1(M, E) ha dimensione finita.

Dimostrazione. ™ é ben definita per il Corollario 10.3, poiché:
a € APY(M,E) = Apa = 0= Jga = 0.

Inoltre dalla decomposizione di Hodge sappiamo che le forme Og-chiuse in
QP9(M, E) sono B
OpQP~Y(M, E) ® AP1(M, E)
poiché o B B B
<< 9p0pP, B >>=<< OpB, 0B >>= ||9B|" # 0
se 056 # 0 e quindi 958 non é chiusa, con 3 € QP+ (M, E). Dunque la
proiezione 7 ¢ sicuramente suriettiva dato che

Fswa~Y(M, E) & AP9(M, E)

HPY(M,FE) C —
( 7 )_ 8EQp’q_1<M,E)
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Ma
kerm = {a € AP (M, E) : [a] =0} = APY(M, E) N ogQP (M, E) = {0}
e quindi 7 é biunivoca. O

Osservazione 25. E possibile scegliere per ogni classe di coomologia di Dol-
beault di £ un rappresentante armonico.

Sia F un fibrato olomorfo e M una varieta compatta complessa. Consi-
deriamo l’accoppiamento

HPI(M, E) x H"™P"=4(M,E*) — C 9)
(o, 8) +— /Ma/\ﬁ.

Osservazione 26. La (9) é ben definita, ovvero non dipende dal J-chiuso
rappresentante scelto: siano infatti [a] = [an] € HPY(M, E), dunque ay =

w + a; con w tale che dp € QP91 (M, E) con dgp = w. Allora

/Mom\ﬁ:/M(alw)AB:/MoqﬂJr/Mw/\ﬁ.
/Mw/\ﬁ:/M@go/\ﬁ

Ip(p A B) = 0pp A B+ (=1)"T 1 N Op-f3 = Ipp A B
essendo 8 Og--chiusa. Applicando il teorema di Stokes ed in virtu del fatto
che M é senza bordo si ha allora che

Jons= [ owens=[ derm=[ aerm-o

Prova analoga per due rappresentanti diversi di una classe in H"?"~%(M, E*).
Dunque ’accoppiamento é ben definito.

Proposizione 10.6 (Dualita di Serre). Sia M una varieta complessa com-
patta. Per ogni fibrato vettoriale olomorfo E su M ['accoppiamento (9) é
non degenere.

Dimostrazione. Fissiamo una struttura hermitiana h su E e una struttura
hermitiana g su M.
Consideriamo l'accoppiamento

API(M,E) x A" P"9(M, E*) — C
(@,8) = /M ang. (10)
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Se mostriamo che esso ¢ non degenere abbiamo, per il Corollario 10.5, che
anche 'accoppiamento (9) é non degenere. Dobbiamo mostrare che Vo #
0€ APY(M,E) 38 € A P"=4(M,E*) con [,,a A #0.

Se scegliamo = *g(«) allora

/aAB:/Oz/\iEa:/ <a,a>*l =<< a,a>>=||a]|* £0,
M M M

ovvero la tesi. O]

Corollario 10.7. Sia E un fibrato vettoriale olomorfo ed M una varieta
complessa compatta. Allora esiste un naturale isomorfismo C-lineare

HP(M,E) = (H" P9 M, E"))".

Osservazione 27. Anche *p : APY(M,E) — A" P" %M, E*) induce un
isomorfismo per il Corollario 10.5

HP9(M, E) = H"™P"~9()M, E¥)

ma ¢ un isomorfismo C-antilineare e dipendente da g ed h.
La dualita di Serre invece migliora entrambi gli aspetti.
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