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Geometry is the science of correct reasoning on incorrect figures.
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I N T R O D U Z I O N E

Obiettivo di queste note è quello di presentare le principali proprietà della
forma di Ricci, e alcune delle sue principali applicazioni. Si è deciso di sacrifi-
care la completezza in favore della semplicità di lettura (e di comprensione),
tenendo a mene il target delle dispense, cioè studenti di Laurea magistrale in
Matematica, che si avvicinano per la prima volta allo studio della geometria
kähleriana.

Questo approccio ci ha permesso di presentare e dimostrare (parzialmente)
risultati piuttosto avanzati, come i teoremi di Calabi-Yau e Aubin-Yau, che
rappresentano il punto di arrivo di queste note.

Il contenuto risulta suddiviso in tre capitoli.

il primo capitolo si propone di richiamare brevemente tutto l’armamen-
tario teorico che verrà impiegato nel seguito. In particolare, ci siamo
soffermati su alcune costruzioni di algebra lineare e sul concetto di ten-
sore, per poi passare alla definizione di struttura quasi complessa e ai
princiali oggetti di studio della geometria riemanniana, con particola-
re attenzione al tensore di curvatura. Al termine di questo capitolo, il
lettore viene introdotto al concetto di metrica di kähler.

il secondo capitolo è dedicato all’introduzione della connessione di Chern
e allo studio della sua curvatura. L’obiettivo è quello di caratterizzare le
metriche kähleriane in termini di questi oggetti, al fine di descrivere in
modo completo e “geometricamente intuibile” la condizione di varietà
kähleriana.

il terzo capitolo comincia definendo il nostro oggetto di interesse, cioè
la forma di Ricci. Dopo averne studiato le proprietà più importanti,
si passa ad analizzare il collegamento con la prima classe di Chern,
fino ad arrivare ai teoremi di Calabi-Yau e Aubin-Yau, che forninscono
informazioni “tangibili” sulla geometria della varietà.
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1 P R E L I M I N A R I

In questo capitolo ci occupiamo di fissare notazioni e definizioni che ver-
ranno usate ripetutamente nel seguito. Gli obiettivi sono due: richiamare
le nozioni di base di geometria riemanniana, in particolar modo il tensore di
curvatura di Ricci, e introdurre nel modo più diretto possibile il concetto di
metrica kähleriana.

1.1 richiami di algebra lineare

Nel seguito V e W saranno spazi vettoriali di dimensione finita. Assume-
remo che il lettore abbia familiarità con la definizione di prodotto tensoriale.
Ricordiamo i seguenti isomorfismi canonici:

• V∗∗ ' V;

• V ⊗W 'W ⊗V;

• (V ⊗W)∗ ' V∗ ⊗W∗;

• V∗ ⊗W ' Hom(V, W);

• V 'g V∗, dove il pedice indica la dipendenza dall’esistenza di una
forma bilineare non degenere g definita su V ×V.

Nel caso in cui V sia definito sul campo dei numeri complessi, è possibile
definire lo spazio vettoriale (formale) complesso coniugato V = {v|v ∈ V},
dotato delle seguenti operazioni di somma e prodotto per scalare:

• v + w = v + w;

• αv = αv.

È facile verificare che una applicazione antilineare (i.e., una applicazione
additiva f tale che f (αv) = αv) diventa lineare quando definita su V, in
modo che v 7→ f (v). Come conseguenza, applicando la proprietà universale
del prodotto tensoriale, una forma sesquilineare g è un funzionale lineare
su V ⊗ V. Si osservi che non esiste un isomorfismo naturale tra V e il suo
coniugato (la mappa v 7→ v è antilineare), invece lo spazio V è canonicamente
identificato con V stesso.
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2 preliminari

1.1.1 Struttura lineare complessa

Se V indica uno spazio vettoriale reale, una struttura lineare complessa è un
automorfismo J di V tale che J2 = − idV (dove a sinistra è intesa la compo-
sizione). Avendo J è possibile dotare V di una struttura di spazio vettoriale
complesso, denotato VJ , semplicemente definendo

(α + iβ)v = αv + βJv

Affinché questo sia possibile, è necessario che V abbia dimensione pari, se
così non fosse il polinomio caratteristico di J ammetterebbe una radice reale,
dunque un autovalore λ ∈ R con relativo autovettore vλ; dovrebbe valere
J2vλ = λ2v = −v, che è assurdo. In effetti, si verifica subito che che se
dimVJ = n allora dimV = 2n.

Una applicazione lineare reale di V, corrisponde ad una applicazione linea-
re complessa di VJ se e solo se commuta con J. In modo analogo, un sotto-
spazio U di V, è un sottospazio di VJ se e solo se è invariante rispetto a J;
diciamo inoltre che J preserva la forma bilineare g se vale g(Jv, Jw) = g(v, w).
Se V è uno spazio vettoriale reale, è possibile definire una struttura lineare
complessa in modo canonico su V ⊕V, imponendo

J(v, w) = (−w, v)

Passando all’applicazione trasposta J∗, è possibile dotare V∗ di una struttura
lineare complessa.

Naturalmente in uno spazio vettoriale complesso la moltiplicazione per i
fornisce una struttura lineare complessa.

Ricordiamo che, dato uno spazio vettoriale reale V, è possibile definire la
sua complessificazione VC tramite l’usuale procedimento di estensione degli
scalari, cioè VC = V ⊗ C. Tale spazio possiede una naturale coniugazione,
data da v⊗ z = v⊗ z.

Se V possiede una struttura lineare complessa, questa si trasporta su VC,
definendo J(v ⊗ z) = Jv ⊗ z. Data la chiusura algebrica di C, J possiede
autovalori λ = ±i, e dunque possiamo scomporre

VC = V+ ⊕V−

dove a destra sono indicati gli autospazi relativi a i e −i. Esiste un isomorfi-
smo (complesso) naturale tra VJ e V+, mentre V− si identifica a VJ .

Infine, si ha (V∗)C ' (VC)∗, poiché lo spazio a sinistra è isomorfo a
HomR(V, C), che è a sua volta isomorfo a HomC(VC, C) tramite l’estensione
φ(v⊗ z) = zφ(v).
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1.1.2 Tensori e forme

Un (p, q)-tensore è un elemento dello spazio vettoriale V⊗p ⊗ V∗⊗q, che è
una scrittura abbreviata per

V ⊗ · · · ⊗V︸ ︷︷ ︸
p volte

⊗V∗ ⊗ · · · ⊗V∗︸ ︷︷ ︸
q volte

Più esplicitamente, essendo V⊗p ⊗ V∗⊗q ' (V∗⊗p ⊗ V⊗q)∗, applicando la
proprietà universale del prodotto tensoriale otteniamo che un tensore è un
funzionale multilineare definito sul prodotto cartesiano V×p ×V∗×q.

Quando q = 0 parliamo di tensore controvariante, mentre per p = 0 abbia-
mo tensori covarianti. Si osservi che una forma bilineare su V è un tensore
2-covariante; alla luce degli isomorfismi che aprono il capitolo, possiamo
anche dire che un tensore (1, 1) è un endomorfismo di V.

Un tensore p-covariante f si dice alternante o antisimmetrico quando, per
ogni permutazione σ nel gruppo simmetrico di ordine p, vale

f (vσ(1), . . . , vσ(p)) = sgn(σ) f (v1, . . . , vp)

I tensori di questo tipo sono chiamati p-forme. Naturalmente, è possibile dare
una definizione “universale” anche per questi oggetti; è sufficiente costruire
l’algebra tensoriale e l’ideale I(V) generato dagli elementi del tipo v⊗ v:

T(V) =
∞⊕

p=0

V⊗p I(V) = 〈v⊗ v|v ∈ V〉

(dove il prodotto tensoriale vuoto si identifica al campo degli scalari). Pas-
sando al quoziente otteniamo la p-esima potenza esterna e l’algebra esterna di
V:

Λp(V) =
V⊗p

I(V) ∩V⊗p Λ(V) =
T(V)

I(V)
=

∞⊕
p=0

Λp(V)

Con queste notazioni, possiamo pensare una p-forma come un funzionale
lineare definito su Λp(V). Per una forma φ, abbiamo legittimato la scrittura
φ ∈ Λp(V)∗ ' Λp(V∗).

Lasciamo al lettore la verifica che la complessificazione “commuta” con le
operazioni di prodotto tensoriale e potenza esterna.

Una struttura lineare complessa su V induce una scomposizione

Λr(V)C =
⊕

p+q=r
Λp,q(VJ) Λp,q(VJ) = Λp(V+)⊗Λq(V−)

Gli elementi di Λp,q(V∗J ) sono chiamati (p, q)-forme.



4 preliminari

1.2 connessione e curvatura

In questa sezione M sarà una varietà differenziabile C∞ (i.e., liscia). Assu-
meremo note le nozioni basilari di geometria differenziale e in particolare la
definizione di fibrato vettoriale, che denoteremo con la tripla (E, π, M); na-
turalmente, le costruzioni che abbiamo visto per uno spazio vettoriale (e.g.,
l’algebra esterna) hanno senso anche per un fibrato, se le si riferisce alle
singole fibre.

Ricordiamo che una sezione è una applicazione liscia s : M→ E per cui vale
π ◦ s = idM, scriveremo s ∈ Γ(E). Esempi di fibrati sono il fibrato tangente
TM e cotangente T∗M, le cui sezioni sono rispettivamente campi vettoriali e
1-forme differenziali.

Definizione 1.1. Una connessione è un operatore differenziale lineare

∇ : Γ(E)→ Γ(T∗M⊗ E)

che soddisfa la regola di Leibniz

∇( f s) = d f ⊗ s + f∇s ∀ f ∈ C∞

La curvatura di ∇ è la 2-forma differenziale a valori in E∗ ⊗ E (i.e., gli endo-
morfismi di E) definita, per campi di vettori X, Y e sezione s, dalla seguente:

R∇(X, Y)s = ∇X∇Ys−∇Y∇Xs−∇[X,Y]s

Si osservi che, dato un campo di vettori X, una connessione definisce una
derivata covariante ∇X semplicemente ponendo ∇X(s) = ∇(s)(X).

Inoltre, su tutte le costruzioni di algebra lineare che interessano E, ∇
induce canonicamente una connessione; ad esempio, su E∗ abbiamo

(∇Xs∗)(s) = X(s∗(s))− s∗(∇Xs)

per ogni campo di vettori X, e sezioni s, s∗ rispettivamente di E, E∗. Un
secondo esempio è il fibrato tensoriale E⊗ E, dove la connessione soddisfa

∇(s⊗ s′) = (∇s)⊗ s′ + s⊗ (∇s′)

per ogni coppia di sezioni s, s′.
Supponiamo che M sia una varietà riemanniana con tensore metrico g (in

altre parole, g è una sezione del fibrato T∗M⊗ T∗M, cioè un campo tensoria-
le 2-covariante). Il seguente fondamentale teorema riguarda le connessioni
affini, cioè riferite al fibrato tangente.

Teorema 1.2. Su M esiste una unica connessione affine che soddisfi le seguenti
proprietà:
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1. ∇X(Y)−∇Y(X) = [X, Y];

2. ∇g = 0.

La proprietà 1 dice che ∇ è libera da torsione, mentre la proprietà 2 si espri-
me dicendo che ∇ è g-metrica (oppure g è parallela a ∇). L’unica connessione
che soddisfi questi due requisiti è denominata connessione di Levi-Civita.

Quando riferito a tale connessione R∇ è espresso nella forma di un campo
tensoriale (0, 4) chiamato tensore di curvatura di Riemann-Christoffel, definito
dalla seguente equazione:

R(X, Y, Z, T) = g(R∇(X, Y)Z, T)

Riportiamo di seguito le simmetrie del tensore R, per le quali si rimanda a
[Hic65]:

• R(X, Y, Z, T) = −R(X, Y, T, Z);

• R(X, Y, Z, T) = R(Z, T, X, Y);

• R(X, Y, Z, T) + R(Y, Z, X, T) + R(Z, X, Y, T) = 0 (prima identità di Bian-
chi);

• (∇XR)(Y, Z, T, W) + (∇YR)(Z, X, T, W) + (∇ZR)(X, Y, T, W) (seconda
identità di Bianchi).

A questo punto, siamo pronti per definire l’oggetto del nostro interesse.

Definizione 1.3. Il tensore di curvatura di Ricci è il campo tensoriale (liscio)
2-covariante

Ric(X, Y) = Tr{Z 7→ R(Z, X)Y}
dove Tr(·) indica la traccia.

Equivalentemente, è possibile prendere una base locale ortonormale {ei}n
i=1

(dim M = n) e definire

Ric(X, Y) =
n

∑
i=1

R(ei, X, Y, ei)

A partire dalle simmetrie sopra esposte, si può dedure la simmetria del
tensore Ric(·, ·).

Il tensore di Ricci riveste un ruolo importante anche in fisica, in quanto
esso appare nella equazione di campo di Einstein nella teoria della relatività
generale. Proprio da questo contesto, deriva il nome di varietà di Einstein per
indicare quelle varietà riemanniane il cui tensore di Ricci è proporzionale al
tensore metrico g per ogni punto di M:

Ric(X, Y) = λg(X, Y) ∀X, Y ∈ Tp M

per n ≥ 3 si può verificare che λ non dipende da p e dunque è costante (si
veda [KN63]).



6 preliminari

1.3 varietà kähleriane

Per introdurre la nozione di metrica kähleriana dobbiamo innanzitutto
parlare di varietà quasi complesse.

1.3.1 Struttura quasi complessa

Sia M una varietà liscia. Una struttura quasi complessa è una struttura
lineare complessa su ogni spazio tangente, che varia in modo C∞ sulla varietà.
In altre parole, è dato un campo tensoriale liscio J di tipo (1, 1) che soddisfa
J2 = − idV quando visto come automorfismo di ogni spazio tangente. La
coppia (M, J) diventa così una varietà quasi complessa.

In questa situazione, si può verificare che M deve avere dimensione pari
e ammette una orientazione. Abbiamo visto che ogni spazio vettoriale di
dimensione pari ammette una struttura lineare complessa, ciò corrisponde
all’esistenza puntuale di un tensore J con le proprietà desiderate. Quando ri-
sulta possibile “incollare” questi tensori e giungere a una definizione globale,
siamo in presenza di una varietà quasi complessa.

Come applicazione di quanto vista in precedenza, abbiamo una scompo-
sizione del fibrato tangente complessificato. Le sezioni di TM+ si diranno
campi vettoriali di tipo (1, 0), mentre le sezioni di TM− si diranno campi vet-
toriali di tipo (0, 1). Come prima, J induce una scomposizione sulle potenze
esterne del fibrato:

Λr(T∗M)C =
⊕

p+q=r
Λp,q(T∗M)

Indichiamo com πp,q la proiezione canonica Λr(T∗M)→ Λp,q(T∗M) e com
d la derivata esterna Γ(ΛrT∗M→ Γ(Λr+1T∗M). Possiamo rifinire l’azione di
d definendo

∂ = πp+1,q ◦ d ∂ = πp,q+1 ◦ d

in modo che ∂ incrementi la parte olomorfa di uno (i.e., (p, q)-forme 7→ (p +

1, q)-forme), e ∂ incrementi analogamente la parte antiolomorfa.
Questi operatori sono detti di Dolbeaut.
Si osservi che vale la scrittura

d = ∑
r+s=p+q+1

πr,s ◦ d = ∂ + ∂ + · · ·

Ogni varietà complessa possiede una struttura quasi complessa. In coordi-
nate locali olomorfe zα = xα + iyα è possibile definire le mappe

J
∂

∂xα
=

∂

∂yα
J

∂

∂yα
= − ∂

∂xα
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o equivalentmente

J
∂

∂zα
= i

∂

∂zα
J

∂

∂zα
= −i

∂

∂zα

Non è difficile verificare che con queste definizioni si ha una varietà quasi
complessa, la cui struttura si dice compatibile con la struttura complessa.

La questione, opposta, se esista una struttura complessa a partire da una
quasi complessa, è piuttosto difficile da affrontare e in generale si ha risposta
negativa. Su ogni punto p della varietà quasi complessa, è possibile trovare
coordinate per cui la struttura assume la forma canonica sopra esposta. Tut-
tavia, in generale questo non garantisce che J assuma tale forma canonica
su un intero intorno di p. Coordinate del genere, quando esistono, vengono
chiamate coordinate locali olomorfe per J, e danno la possibilità di definire glo-
balmente un atlante olomorfo per M che diventa così una varietà complessa
la cui struttura induce J. In questo caso, si dice che J è integrabile.

Dato un campo tensoriale A di tipo (1, 1), il tensore di Nijenhuis associato è
un campo tensoriale (1, 2) dato da

NA(X, Y) = −A2[X, Y] + A([AX, Y] + [X, AY])− [AX, AY]

(stiamo implicitamente usando l’identificazione E∗ ⊗ E ' End E).
Il teorema di Newlander-Nirenberg (per il quale rimandiamo a [Hör90]) af-

ferma che una struttura quasi complessa J è integrabile se e solo se NJ =

0.

Teorema 1.4. Una qualsiasi delle condizioni sottostanti implica l’esistenza di una
unica struttura complessa:

• NJ = 0;

• d = ∂ + ∂;

• ∂
2
= 0.

Concludiamo la sottosezione con due risultati importanti (per il primo si
veda [GH78]).

Lemma 1.5 (∂-lemma di Poincaré). Una (0, 1)-forma ∂-chiusa è localmente ∂-
esatta.

Lemma 1.6 (i∂∂-lemma locale). Sia ω ∈ Γ(Λ1,1T∗M)∩ Γ(Λ2T∗M) una 2-forma
reale di tipo (1, 1) su una varietà complessa M. Allora ω è chiusa se e solo se
ogni punto p ∈ M possiede un intorno aperto U tale che ω|U = i∂∂u per qualche
funzione reale u.
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Dimostrazione. Una implicazione è chiara:

d(i∂∂) = i(∂ + ∂)∂∂ = i(∂2∂− ∂∂
2
) = 0

Ora sia ω una (1, 1)-forma reale. Dal lemma di Poincaré, esiste localmente
una 1-forma τ con dτ = ω. Sia τ = τ1,0 + τ0,1 la scomposizione di τ in forme
di tipo (1, 0) e (0, 1).

Chiaramente, si ha τ1,0 = τ0,1. Confrontando i tipi nell’uguaglianza

ω = dτ = ∂τ0,1 + (∂τ0,1 + ∂τ1,0) + ∂τ1,0

otteniamo ∂τ0,1 = 0 e ω = ∂τ0,1 + ∂τ1,0. Allora il lemma precedente resti-
tuisce una funzione locale f tale che τ0,1 = ∂ f . Per coniugazione, otteniamo
τ1,0 = ∂ f , quindi ω = ∂τ0,1 + ∂τ1,0 = ∂∂ f + ∂∂ f = i∂∂(2 Im f ), dunque la tesi
con u = 2 Im f .

1.3.2 Struttura hermitiana e metrica kähleriana

Sia (E, π, M) un fibrato vettoriale complesso, per il momento non assumia-
mo l’esistenza di una struttura quasi complessa per M.

Definizione 1.7. Una struttura hermitiana su E è un campo liscio di prodotti
hermitiani sulle fibre di E, cioè, per ogni p ∈ M, H : Ep ⊗ Ep → C soddisfa:

• H(u, v) = H(v, u) per ogni v, u ∈ Ep;

• H(u, u) > 0 per ogni u 6= 0.

L’ultima condizione ci dice che H è non degenere, talvolta sarà utile pen-
sare H : E→ E∗ come un isomorfismo C-antilineare.

Ogni fibrato vettoriale di rango k ammette una struttura hermitiana. Per
vederlo, si prenda una banalizzazione (Ui, ψi) di E e una partizione dell’unità
fi subordinata al ricoprimento aperto {Ui} di M. Per ogni p ∈ Ui, denotia-
mo con (Hi)p il pullback del prodotto hermitiano standard su Ck dato dalla
mappa C-lineare ψi|Ep . Allora H = ∑ fi Hi è una struttura hermitiana ben
definita su E.

Definizione 1.8. Una metrica hermitiana su una varietà quasi complessa (M, J)
è una metrica riemanniana h preservata da J, cioè h(X, Y) = h(JX, JY) per
ogni X, Y ∈ TM. La forma fondamentale di una metrica hermitiana è definita
da Ω(X, Y) = h(JX, Y).

Possiamo estendere la metrica hermitiana per C-linearità su TMC in modo
che valgano:
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• h(Z, W) = h(Z, W) per ogni Z, W ∈ TMC;

• h(Z, Z) > 0 per ogni Z ∈ TMC r {0};

• h(Z, W) = 0 per ogni Z, W ∈ TM+ e per ogni Z, W ∈ TM−.

Il lettore potrà verificare che ogni tensore simmetrico su TMC soddisfacente
tali proprietà definisce una metrica hermitiana per restrizione a TM.

Si osservi che il fibrato tangente di una varietà quasi complessa è in par-
ticolare un fibrato vettoriale complesso. Se h è una metrica hermitiana su
M, allora H(X, Y) = (h− iΩ)(X, Y) definisce una struttura hermitiana sul fi-
brato (TM, J). Al contrario, una struttura hermitiana H su TM come fibrato
complesso definisce una metrica hermitiana h ponendo h = Re H.

Ogni varietà quasi complessa ammette una metrica hermitiana. Si sceglie
una metrica riemanniana g e si pone h(X, Y) = g(X, Y) + g(JX, JY).

Siano zα coordinate olomorfe su una varietà hermitiana (M2m, J, h) (l’espo-
nente indica la dimensione). Denotiamo con hαβ i coefficienti del tensore
metrico in queste coordinate locali:

hαβ = h(
∂

∂zα
,

∂

∂zβ
)

Il seguente lemma è immediato.

Lemma 1.9. La forma fondamentale è data da

Ω = i
m

∑
α,β=1

hαβdzα ∧ dzβ

Supponiamo ora che la forma fondamentale di una varieta complessa her-
mitiana sia chiusa. Dal lemma 1.6 otteniamo localmente una funzione reale
u tale che Ω = i∂∂u, che in coordinate locali si legge

hαβ =
∂2u

∂zα∂zβ

Questa espressione particolarmente semplice ci porta finalmente alla defin-
zione centrale del capitolo.

Definizione 1.10. Una metrica hermitiana h su una varietà quasi complessa
(M, J) si dice metrica kähleriana se J è una struttura complessa e la forma
fondamentale Ω è chiusa.

h è kähleriana ⇐⇒
{

NJ = 0

dΩ = 0

Una funzione reale locale u che soddisfi Ω = i∂∂u si chiama potenziale di
Kähler della metrica h.





2 M E T R I C H E K Ä H L E R I A N E

In questo capitolo introduciamo la connessione di Chern e le proprietà della
sua curvatura. Successivamente, il nostro obiettivo sarà quello di caratte-
rizzare le metriche kähleriane, in particolare vogliamo esprimere le condi-
zioni di varietà kähleriana in termini della derivata covariante associata alla
connesione di Levi-Civita di h.

2.1 connessione di chern

Dato un fibrato vettoriale olomorfo (E, π, M) (con M varietà complessa)
possiamo definire il fibrato Λp,qE = Λp,q(T∗M)⊗ E delle (p, q)-forme a valori
in E e l’operatore ∂ : Γ(Λp,qE) → Γ(Λp,q+1E) nel modo seguente. Se una
sezione σ di Λp,q(E) è data da σ = (ω1, . . . , ωk) in una certa banalizzazione
locale (dove le ωi sono (p, q)-forme locali), definiamo

∂σ = (∂ω1, . . . , ∂ωk)

Se in un’altra banalizzazione del fibrato σ = (τ1, . . . , τk), allora si ha τj =

∑ gjkωk per certe funzioni olomorfe gjk, e dunque ∂τj = ∑ gjk∂ωk; questo
dimostra che ∂σ non dipende dalla banalizzazione scelta. Per costruzione si
ha ∂

2
= 0 e la regola di Leibniz:

∂(ω ∧ σ) = (∂ω) ∧ σ + (−1)p+qω ∧ (∂σ) ∀ω ∈ Γ(Λp,qT∗M), σ ∈ Γ(Λr,sE)

Si osservi che i fibrati Λp,qT∗M in generale non sono olomorfi quando q 6= 0.
Un operatore ∂ : Γ(Λp,qE)→ Γ(Λp,q+1E) su un fibrato vettoriale complesso

E che soddisfi la regola di Leibniz è detto struttura pseudo-olomorfa. Se si ha
anche ∂

2
= 0, allora ∂ si dice struttura olomorfa.

Vale il seguente risultato, per la cui dimostrazione rimandiamo a [Mor07].

Teorema 2.1. Un fibrato vettoriale E è olomorfo se e solo se possiede una struttura
olomorfa.

Sia ora M una varietà differenziabile (non necessariamente complessa) e
(E, π, M) un fibrato vettoriale complesso. A partire da una connessione C-
lineare

∇ : Γ(E)→ Γ(Λ1E)

11
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è possibile definire una derivata esterna covariante (o di gauge)

d∇ : Γ(ΛrE)→ Γ(Λr+1E)

nel modo seguente.
Per r = 0 (quando ΛrE = E), poniamo d∇ = ∇. Per le r-forme a valori in

E poniamo
d∇(ω⊗ σ) = dω⊗ σ + (−1)rω ∧∇σ

dove il prodotto wedge è inteso

ω ∧∇σ =
n

∑
i=1

ω ∧ ε i ⊗∇ei σ

per una qualsiasi base locale {ei}n
i=1 di TM con base duale {ε i}n

i=1.
È importante osservare che, a differenza della derivata esterna “usuale”,

l’applicazione (d∇)2 non è nulla. Essa è comunque rilevante poiché risulta
legata alla curvatura dalla formula

(d∇)2σ = R∇ ∧ σ ∀σ ∈ Γ(ΛrE)

In particolare, vediamo che∇2 = ∇◦∇ coincide con la curvatura. In seguito,
per non appesantire la notazione, useremo ancora ∇ al posto di d∇.

Supponiamo ora (M, J) varietà complessa. Ancora una volta possiamo
considerare le proiezioni π1,0 : Λ1E → Λ1,0E e π0,1 : Λ1E → Λ0,1E definire
∇1,0 = π1,0 ◦ ∇ e ∇0,1 = π0,1 ◦ ∇. Chiaramente non c’è alcuna difficoltà ad
estendere tali operatori in modo che

∇1,0 : Γ(Λp,qE)→ Γ(Λp+1,qE)

∇0,1 : Γ(Λp,qE)→ Γ(Λp,q+1E)

∇1,0(ω⊗ σ) = ∂ω⊗+(−1)p+qω ∧∇1,0

∇0,1(ω⊗ σ) = ∂ω⊗+(−1)p+qω ∧∇0,1

per ogni ω ∈ Γ(Λp,qT∗M), σ ∈ Γ(E). Si osservi che ∇0,1 è una struttura
pseudo-olomorfa.

Per ogni sezione σ di E possiamo scrivere

R∇(σ) = ∇2σ = (∇1,0 +∇0,1)2(σ) =

(∇1,0)2(σ) + (∇0,1)2(σ) + (∇1,0∇0,1 +∇0,1∇1,0)(σ)

quindi la parte Λ0,2 della curvatura è data da

(R∇)0,2 = (∇0,1)2

da cui vediamo, grazie al teorema 2.1, che E è un fibrato vettoriale olomorfo
con struttura olomorfa ∂ = ∇0,1 quando la parte Λ0,2 della curvatura svanisce.
Questo è vero anche nella direzione opposta: basta scegliere una struttura
hermitiana su E e applicare il prossimo (importante) teorema.
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Teorema 2.2. Data comunque una struttura hermitiana H su un fibrato vettoriale
olomorfo E con struttura olomorfa ∂, esiste una unica connessione H-metrica ∇ tale
che ∇0,1 = ∂.

La connessione data dal teorema è la connessione di Chern.

Dimostrazione. Supponiamo che∇ sia una connessione H-metrica con∇0,1 =

∂. L’isomorfismo H : E → E∗ è parallelo, quindi per ogni sezione σ di E e
ogni vettore reale X abbiamo

∇X(H(σ)) = ∇X(H)(σ) + H(∇Xσ) = H(∇Xσ)

Grazie all’antilinearità di H, per un vettore complesso Z ∈ TMC otteniamo

∇Z(H(σ)) = H(∇Zσ)

Per Z ∈ TM+ questo mostra

∇1,0(σ) = H−1 ◦ ∇0,1(H(σ)) = H−1 ◦ ∂(H(σ))

e dunque ∇ = ∂ + H−1 ◦ ∂ ◦ H, che prova l’esistenza e unicità di ∇.

La componente (0, 2) della curvatura della connessione di Chern è nulla.
In effetti,

R0,2(σ) = ∇0,1(∇0,1(σ)) = ∂
2
(σ) = 0.

Analogamente per la componente (2, 0):

∇1,0(∇1,0(σ)) = ∇1,0(H−1 ◦ ∂(H(σ))) = H−1 ◦ ∂
2
(H(σ)) = 0

abbiamo così mostrato che la curvatura è una (1, 1)-forma.

2.2 caratterizzazioni di h

Fino ad ora abbiamo introdotto due connessioni che hanno una importan-
za rilevante nei rispettivi contesti. Questi due oggetti sono in stretta relazio-
ne quando le strutture su cui sono definite lo permettono, ed hanno buone
proprietà.

In effetti, come vedremo in questa sezione, confrontando le due connessio-
ni si ottiene che esse coincidono su varietà kähleriane (i.e., su cui la metrica
h è kähleriana).

Vale il seguente teorema.
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Teorema 2.3. Data una metrica hermitiana h su una varietà quasi complessa (M, J)
con connessione di Levi-Civita∇, si può dotare M di una struttura complessa (NJ =

0) se e solo se
(∇JX J)Y = J(∇X J)Y

per ogni X, Y in TM.
La metrica h è kähleriana se e solo se J è parallelo rispetto alla connessione di

Levi-Civita, ovvero ∇J = 0.

Questo teorema, in sostanza, dice che condizione necessaria e sufficiente
affinché la metrica sia kähleriana è che l’operatore J abbia derivata (cova-
riante) nulla rispetto a ∇, che è una richiesta molto naturale, essendo J un
operatore “intrinseco”nella struttura della varietà complessa.

Il prossimo lemma è ciò di cui abbiamo bisogno per concludere.

Lemma 2.4. Per ogni vettore Y in TM, vale la seguente relazione fra la connessione
di Levi-Civita e ∂:

∂Y(X) =
1
2
(∇XY + J∇JXY− J(∇Y J)X)

Siamo infine arrivati al risultato che ci interessa; in realtà per i nostri scopi
sarebbe sufficiente provare che per una varietà kähleriana le connessioni di
Chern e di Levi-Civita coincidono, ma il teorema, più forte, afferma che vale
anche il viceversa:

Teorema 2.5. Su una varietà complessa hermitiana (M, J, h), la connessione di
Levi-Civita ∇ e la connessione di Chern ∇ coincidono se e solo se h è di Kähler.

Dimostrazione. (∇ = ∇): sappiamo che ∇ è una connessione C-lineare, quin-
di vale ∇iX = i∇X. Questo, per X in TM equivale a ∇(JX) = J∇X, che è
come dire, data la definizione di ∇ per i tensori di tipo (1, 1), che (∇J) = 0.
Per il teorema precedente ciò implica che la varietà sia Kähler con metrica h.

Viceversa, supponiamo che h sia kähleriana. Allora in particolare la varietà
è complessa, e vale ∇J = 0. Inoltre ∇h = 0 per definizione. Quindi

−i(∇H)(X, Y) = (∇Ω)(X, Y) = d(Ω(X, Y))−Ω(∇X, Y)−Ω(X,∇Y) =

d(h(JX, Y))− h(J∇X, Y)− h(JX,∇Y) =

d(h(JX, Y))− h(∇(JX), Y) + h((∇J)X, Y)− h(JX,∇Y) =

d(h(JX, Y))− h(∇(JX), Y)− h(JX,∇Y) = (∇h)(JX, Y) = 0

e dunque ∇H = 0.
Inoltre, per il lemma precedente e per l’uguaglianza (∇JX J)Y = J(∇X J)Y,

si ha (per Y in TM),

∂Y(X) =
1
2
(∇XY + J∇JXY) =

1
2
(∇X + i∇JX)Y = ∇(0,1)

X Y
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Quindi, ∇ soddisfa le proprietà soddisfatte dall’unica connessione di Chern,
cioè ∇ = ∇.

Per completezza, informiamo il lettore che è possibile provare anche la se-
guente caratterizzazione: una metrica h su una varietà complessa è di Kähler
se e solo se esistono coordinate olomorfe che “coprono” la varietà tali per cui
h si approssima fino al secondo ordine con la metrica hermitiana standard.





3 F O R M A D I R I C C I E A P P L I C A Z I O N I

In questo capitolo introduciamo e studiamo nel dettaglio la forma di Ricci.
Innanzitutto, ne daremo una descrizione in termini di coordinate, che ci per-
metterà di ricavare proprietà particolari di questo oggetto. Successivamente
richiameremo in forma sintetica i lineamenti essenziali della teoria di Chern-
Weil, soffermandoci sulla prima classe di Chern, intimamente collegata con
la forma di Ricci.

Infine, daremo una parziale dimostrazione della congettura di Calabi e del
teorema di Aubin-Yau, risultato di fondamentale importanza per stabilire
relazioni tra le proprietà della forma e la geometria di una varietà kähleriana
compatta.

3.1 prime proprietà

Sia (M2m, J, h) una varietà complessa con h metrica di Kähler, e ∇ connes-
sione di Chern e di Levi-Civita relativa ad h. Abbiamo definito precedente-
mente l’operatore di curvatura R, e ne abbiamo delineato le proprietà basilari.
Vogliamo far vedere che il tensore di Ricci relativo a R definisce in maniera
naturale una forma, detta forma di Ricci.

Per questo scopo notiamo che

∇X∇Y JZ = ∇X J∇YZ = J∇X∇YZ

perché ∇J = 0.
Quindi segue direttamente l’uguaglianza

R(X, Y)JZ = JR(X, Y)Z

e utilizzando le simmetrie del tensore di curvatura,

R(JW, JZ, X, Y) = R(X, Y, JW, JZ) =

= (R(X, Y)JW, JZ) = (JR(X, Y)W, JZ) =

= (R(X, Y)W, Z) = R(X, Y, W, Z) = R(W, Z, X, Y)

Per quanto riguarda il tensore di Ricci, scelta una base locale ortonormale
{ei} di TM,

Ric(X, Y) =
2m

∑
i=1

(R(Jei, X)Y, Jei) =
2m

∑
i=1

(R(ei, JX)JY, ei) = Ric(JX, JY)

17
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perché anche {Jei} è un sistema ortonormale.
Questo comporta che sia possibile definire una 2-forma nel modo seguente.

Definizione 3.1. La forma di Ricci è la forma ρ che risulta definita dalla
seguente uguaglianza:

ρ(X, Y) = Ric(JX, Y)

La definizione è ben posta perché Ric(JX, Y) è antisimmetrico per ogni
X, Y in TM.

Il nostro prossimo obiettivo è dare una caratterizzazione ben precisa della
forma di Ricci in coordinate.

Si ottiene un risultato globale, che mostra come la forma di Ricci sia com-
pletamente determinata dalla struttura olomorfa del fibrato tangente e dalla
matrice che rappresenta h (con le sue derivate seconde).

Ciò non deve sorprendere in quanto la curvatura stessa dipende dalle
derivate prime e seconde della metrica.

Anticipiamo un risultato che ci sarà utile nel seguito.

Lemma 3.2. Vale la seguente uguaglianza:

Ric(X, Y) =
1
2

Tr(R(X, JY) ◦ J)

Dimostrazione. Ricordiamo l’identità di Bianchi:

R(X, Y, Z, T) + R(Y, Z, X, T) + R(Z, X, Y, T) = 0

Mettiamoci in un sistema ortonormale {ei}. Allora vale, sfruttando le prime
proprietà della forma, le simmetrie della curvatura e la prima identità di
Bianchi:

Ric(X, Y) =
2m

∑
i=1

R(ei, X, Y, ei) =

=
2m

∑
i=1

R(ei, X, JY, Jei) =

=
2m

∑
i=1

(−R(X, JY, ei, Jei)− R(JY, ei, X, Jei)) =

=
2m

∑
i=1

(R(X, JY, Jei, ei) + R(Y, Jei, X, Jei)) =

=
2m

∑
i=1

(R(X, JY, Jei, ei)− R(Jei, X, Y, Jei)) =

= Tr(R(X, JY) ◦ J)− Ric(X, Y)
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Ancora una volta entrano in gioco le simmetrie del tensore di curvatura,
proprietà fondamentali e utili, che utilizzeremo di nuovo fra poco.

Vogliamo ora calcolare la forma di Ricci in coordinate. Da una parte questo
ci permette di familiarizzare con strumenti (quali i simboli di Christoffel) utili
nelle applicazioni relative alla curvatura (la teoria della relatività generale,
ad esempio), dall’altra avremo una formula esplicita per la forma di Ricci,
calcolabile direttamente a partire dalla metrica, che implicherà tra l’altro la
chiusura della forma stessa.

Sia dunque (M2m, J, h) una varietà kähleriana (quindi complessa). Ab-
biamo, naturalmente, delle coordinate olomorfe che indicheremo con zα, e
coordinate dello spazio tangente che indicheremo

Zα =
∂

∂zα
Zα =

∂

∂zα

e in generale, quando non ci interesserà distinguere tra coordinate zα o zα,
con ZA. Infine indicheremo con hAB le quantità h(ZA, ZB), mentre le entrate
relative alla matrice inversa saranno denotate hAB.

Vogliamo di nuovo sottolineare che la curvatura (e la connessione di Levi-
Civita) è univocamente determinata dalla matrice della metrica, e ciò sarà
vero anche per la forma di Ricci.

Iniziamo col determinare la curvatura (i calcoli che seguono possono es-
sere anche interpretati come una dimostrazione dell’esistenza e unicità della
connessione di Levi-Civita).

Innanzitutto la metrica è hermitiana, perciò

hαβ = hαβ = 0

hβα = hαβ = hβα

ad esempio la prima uguaglianza segue subito da

h(X, Y) = h(JX, JY) =⇒ h(Y− i JY, X− i JX) = 0

e anche la seconda

h(X− i JX, Y + i JY) = h(Y + i JY, X− i JX) = h(Y− i JY, X + i JX)

Nel seguito utilizzeremo la convenzione di Einstein. Definiamo i simboli
di Christoffel ΓC

AB, che rappresentano l’azione dell’operatore di curvatura in
coordinate, in concreto

∇ZA ZB = ΓC
ABZC

Poiché servirà nel seguito, mostriamo l’analoga convenzione che utilizzere-
mo per il tensore di curvatura:

R(ZA, ZB)ZC = RE
ABCZE
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R(ZA, ZB, ZC, ZD) = hDERE
ABC

Dalla proprietà di assenza di torsione e poiché [ZA, ZB] = 0 si ha

ΓC
AB = ΓC

BA

Inoltre, coniugando e per linearità

ΓC
AB = ΓC

BA

Infine, per il fatto che la connessione di Levi-Civita è anche una connessione
di Chern, si ha ∇1,0(X + i JX) = 0 e quindi

Γγ

Aβ
= 0

Si può far vedere che le simmetrie appena dimostrate implicano che gli
unici simboli di Christoffel non nulli sono Γγ

αβ e Γγ

αβ
.

In particolare ΓC
αβ

= 0 implica ∇Zα Zβ = 0 e ancora, per la compatibilità
con la metrica h della connessione,

∂hβγ

∂zα
= h(∇Zα Zβ, Zγ) = Γδ

αβhδγ

e quindi invertendo la matrice h.

Γγ
αβ = hγδ

∂hβδ

∂zα

Soffermiamoci un attimo sulla precedente formula per notare che la curva-
tura della varietà non può dipendere dai coefficienti di Christoffel, ma deve
dipendere da una qualche combinazione di loro derivate.

Questo perché, dalla caratterizzazione delle metriche kähleriane, si posso-
no scegliere coordinate che osculano alla metrica hermitiana standard fino al
secondo ordine.

È utile per il seguito scrivere in un’altra forma i simboli di Christoffel. In
particolare, utilizziamo ora un lemma di cui non riportiamo la dimostrazione
(si veda [Mor07], si tratta semplicemente di un calcolo):

Lemma 3.3. Data una mappa (hij) = (hij(t)) : R→ GLm(C), denotando con (hij)

la sua inversa e con det il determinante di (hij), risulta:

d(det)
dt

= det
m

∑
i,j=1

dhij

dt
hij
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Con questo lemma vediamo come si trasformano i simboli di Christoffel
Γα

αβ, che entreranno nella formula della forma di Ricci:

Γα
αβ = Γα

βα = hαγ ∂hαγ

∂zβ
=

=
1
det

∂ det

∂zβ
=

∂ log det

∂zγ

dove det indica il determinante della matrice hαβ.
A questo punto vediamo cosa succede alla curvatura. Essendo, di nuovo,
∇ una connessione di Chern, risulta

Rδ
ABγ = Rδ

ABγ =⇒ RABγδ = RABγδ = 0

Si lascia al lettore di verificare le (facili) conseguenze delle simmetrie appe-
na descritte e delle altre relative al tensore di curvatura, associate alle uniche
componenti del tensore di curvatura non nulle:

Rδ
αβγ

Rδ
αβγ Rδ

αβγ
Rδ

αβγ

Rαβγδ Rαβγδ Rαβγδ Rαβγδ

Possiamo ora calcolare gli elementi del tensore di curvatura. Si ha:

Rδ
αβγ

Zδ = R(Zα, Zβ)Zγ = ∇Zα∇Zβ
Zγ −∇Zβ

∇Zα Zγ −∇[Zα,Zβ]
=

= −∇Zβ
∇Zα Zγ = −∇Zβ

Γδ
αγZδ = −

∂Γδ
αγ

∂zβ
Zδ

e uguagliando componente per componente

Rδ
αβγ

= −
∂Γδ

αγ

∂zβ

Siamo ora pronti per mostrare come la forma di Ricci dipende dalla metrica
kähleriana h. Infatti, sempre tenendo presente la convenzione di Einstein:

Ricαβ = Ricβα = RA
Aβα

= Rα
γβα

= −
∂Γγ

γα

∂zβ
= −∂2 log det

∂zα∂zβ

Ric = −
m

∑
α,β=1

(
∂2 log det

∂zα∂zβ
dzαdzβ)

da cui risulta:
ρ = −i∂∂ log det
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dove gli operatori ∂ e ∂ sono definiti da:

∂ ≡
m

∑
α=1

dzα
∂

∂zα

∂ ≡
m

∑
α=1

dzα
∂

∂zα

e valgono le seguenti identità:

d = ∂ + ∂

∂∂ = ∂∂ = 0

Grazie a questa particolare espressione della forma di Ricci è facile verifi-
care che si tratta di una forma chiusa:

dρ = −i(∂ + ∂)∂∂ log det = −i∂∂∂ log det−i∂∂∂ log det = 0

Studieremo ora la relazione che c’è tra la forma di Ricci e la prima classe di
Chern, e vedremo una caratterizzazione delle varietà Ricci-piatte (Ricci-flat)
in termini della forma stessa.

3.2 classi di chern

La teoria di Chern-Weil permette di definire le classi di Chern come certi
polinomi invarianti della matrice di una connessione sulla varietà. La sua po-
tenza sta nel fatto che tali classi, oltre ad essere chiuse, non dipendono dalla
connessione scelta per calcolarle. Ciò vuol dire che questi polinomi sono ca-
ratteristici della struttura differenziale della varietà stessa, e non dipendono
dalla connessione, ovvero struttura riemanniana, che stiamo considerando.

La teoria di Chern-Weil ci permette di trovare in maniera esplicita le classi
di Chern a partire da una connessione, ad esempio quella di Levi-Civita,
direttamente calcolabile a partire da una metrica sulla varietà.

Le classi di Chern sono definite in generale su qualsiasi fibrato; a noi inte-
resserà in seguito soprattutto il caso del fibrato tangente, dando particolare
attenzione alla prima classe di Chern, che è strettamente collegata alla forma
di Ricci per varietà kähleriane.

Sia (σ1, . . . , σk) un riferimento locale del fibrato E. Possiamo esprimere
l’operatore di connessione tramite una matrice (ωij) di 1-forme:

∇σi =
k

∑
j=1

ωij ⊗ σj
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da cui si può ricavare l’espressione del tensore di curvatura:

R∇σi =
k

∑
j=1

Ωij ⊗ σj =
k

∑
j=1

(dωij −
k

∑
l=1

ωil ∧ωl j)σj

in cui (Ωij) è una matrice di 2-forme
Poiché la matrice (Ωij) si trasforma, al variare del sistema di riferimento,

tramite una relazione di similitudine, ha senso definire delle forme (globali)
sulla varietà a partire dai coefficienti del suo polinomio caratteristico; queste
saranno poi le classi di Chern. In particolare, la prima classe di Chern c1(E)
è data dalla traccia di i

2π (Ωij) =
1

2π Tr(R∇) e vale la seguente proprietà:

Teorema 3.4. La classe di coomologia reale su un fibrato complesso (E, π, M) di
[ i

2π Tr(R∇)] è uguale all’immagine di c1(E) in H2(M, R)

Questo teorema mette in evidenza la stretta relazione tra la prima clas-
se di Chern e la forma di Ricci. Saremmo tentati di dire, a questo punto,
che c1(TM) = 1

2π ρ; prima però dovremo stabilire l’uguaglianza tra le due
definizioni di curvatura R e R∇.

Riportiamo ora, senza dimostrazione (si veda [Mor07]), un lemma che ci
sarà utile nella prossima sezione, riguardo le proprietà della prima classe di
Chern.

Lemma 3.5. Sia M una varietà, E ed F due fibrati su di essa. Allora:

• c1(E) = c1(∧kE) dove k è il rango di E;

• c1(E⊗ F) = rk(F)c1(E) + rk(E)c1(F);

• c1(E∗) = −c1(E).

Concludiamo questa sezione con una uguaglianza che mette in relazione la
curvatura su un fibrato e sul suo duale. Dato un fibrato E ed una connessione
∇, ricordiamo che su di esso è possibile definire una connessione su E∗ in
modo naturale; basta trasportare l’azione della connessione ∇ del fibrato
tangente sul fibrato cotangente:

(∇∗Xσ∗)(σ) ≡ ∂X(σ
∗(σ))− σ∗(∇Xσ)

Definiamo inoltre l’aggiunto A∗ di un endomorfismo A di E:

A∗(σ∗)(σ) ≡ σ∗(A(σ))

Vogliamo quindi dimostrare che

R∇
∗
= −(R∇)∗
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Consideriamo un riferimento (σ1, . . . , σk), e indichiamo con (σ∗1 , . . . , σ∗k ) la
base duale tale che σ∗i σj = δij. Inoltre ricordiamo che

R∇σi = Ωij ⊗ σj = (dωik −ωij ∧ωjk)⊗ σk

e quindi si ha:

(R∇)∗σl = Ωjl ⊗ σ∗j = (dωkl −ωjl ∧ωkj)⊗ σ∗k

Per dimostrare l’affermazione vogliamo calcolare Ω∗ij, con ovvia interpreta-
zione dei simboli, dalla definizione. Ma la matrice delle 2-forme della connes-
sione ∇∗ è determinata direttamente dalla matrice delle 1-forme ω∗ij, quindi
abbiamo concluso se dimostriamo che ω∗ij = ωji. Questo è vero proprio per
come è definita ∇∗. Infatti risulta che:

∇∗σ∗l = dσ∗l −ωjl ⊗ σ∗j

A questo punto notiamo che otteniamo il risultato desiderato quando ∇∗σ∗l
agisce sulle combinazioni R-lineari di σ1, . . . , σk (poiché d(δij) = 0). Poiché
R∇

∗
è un operatore C∞-lineare, l’uguaglianza vale su tutto E.

3.3 la forma di ricci come una forma di curvatu-
ra

Premettiamo un lemma che non dimostreremo (si può verificare diretta-
mente mettendosi in coordinate locali, oppure a partire dalla formula di
Cartan, si cosulti [Mor07])

Lemma 3.6. Sia M una varietà. Se ω è una 1-forma del fibrato tangente, e X, Y
sono elementi di Γ(TM) risulta:

dω(X, Y) = ∂X(ω(Y))− ∂Y(ω(X))−ω([X, Y])

Come prima cosa vogliamo mostrare che in una varietà kähleriana gli ope-
ratori R e R∇ coincidono, dove ∇ indica la connessione di Levi-Civita. Come
al solito, il fibrato TM sarà interpretato come un fibrato complesso dove la
moltiplicazione per i corrisponde all’azione dell’operatore J.

Lemma 3.7. Nelle ipotesi fatte, gli operatori R e R∇ sono legati da:

R∇X,Yξ = R(X, Y)ξ

dove X, Y sono campi vettoriali su M e ξ una sezione di TM.
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Dimostrazione. Fissiamo una base locale (ei) dei campi vettoriali su M con
base duale (e∗i ). Denotando XI = e∗i (X), YI = e∗i (Y), otteniamo:

R∇ξ = ∇2ξ =
2m

∑
i=1
∇(e∗i ⊗∇ei ξ) =

2m

∑
i=1

de∗i ⊗∇ei ξ −
2m

∑
i,j=1

e∗i ∧ e∗j ⊗∇ej∇ei ξ

Quindi, possiamo scrivere

R∇X,Yξ =
2m

∑
i=1

de∗i (X, Y)∇ei ξ −
2m

∑
i,j=1

(e∗i ∧ e∗j )(X, Y)∇ej∇ei ξ

e, per il lemma precedente e per la definizione dell’azione di e∗i ∧ e∗j

R∇X,Yξ = (∂X(Yi)− ∂Y(Xi)− e∗i ([X, Y]))∇ei ξ − (XiYj − XjYi)∇ej∇ei ξ

poi, sfruttando la linearità di ∇
R∇X,Yξ = −∇[X,Y]ξ + (∂X(Yi)− ∂Y(Xi))∇ei ξ − Xi∇Y∇ei ξ + Yi∇X∇ei ξ

e, infine, per la definizione di connessione

R∇X,Yξ = −∇[X,Y]ξ −∇Y∇Xξ +∇X∇Yξ = R(X, Y)ξ

Quindi, mettendo insieme i risultati delle sezioni precedenti abbiamo che

[ρ(X, Y)] = [Ric(JX, Y)] = [
1
2
TrR(R(JX, JY) ◦ J] =

= [
1
2
TrR(R(X, Y) ◦ J] = [iTrC(R∇) = 2πc1(TM)

da cui c1(TM) = [ 1
2π ρ(X, Y)]. Possiamo quindi dimostrare la seguente

caratterizzazione della forma di Ricci su varietà kähleriane:

Lemma 3.8. La curvatura della connessione di Chern del fibrato canonico K è uguale
a iρ che agisce come moltiplicazione su K.

Dimostrazione. Denotiamo con r e r∗ le curvature delle connessioni di Chern
di K = Λm,0M e K∗ = Λ0,m M. Si può verificare che r = −r∗, e sappiamo che
che Λm(TM) è isomorfo a K∗. Segue dunque dai lemmi 3.5 e 3.7 che

r∗(X, Y) = Tr(R∇(X, Y)) = Tr(R(X, Y))

e, per il lemma 3.2, otteniamo (facendo attenzione a distinguere le tracce reali
e complesse)

iρ(X, Y) = iRic(JX, Y) =
i
2
TrR(R(X, Y) ◦ J) =

=
i
2
(2iTrC(R(X, Y)) = −TrC(R(X, Y)) =

= −r∗(X, Y) = r(X, Y)

facendo uso del fatto che TrR(AR ◦ J) = 2iTrC(A) per ogni endomorfismo
antihermitiano A.
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3.4 varietà kähleriane ricci-piatte

Sia (M2m, J, h) una varietà kähleriana con fibrato canonico K (dotato della
struttura hermitiana indotta dalla metrica kähleriana su TM) e forma di Ricci
ρ. Se M è semplicemente connessa allora vale il seguente risultato.

Teorema 3.9. M è Ricci-piatta se e solo se la connessione di Chern del fibrato
canonico K è piatta.

La dimostrazione segue immediatamente dal lemma 3.8.
È da notare che, per questo teorema e per il teorema 3.4, l’annullarsi della

prima classe di Chern di una varietà kähleriana è condizione necessaria per
l’esistenza di una metrica kähleriana Ricci-piatta sulla varietà compatibile
con la struttura complessa; vedremo nelle sezioni successive che se la varietà
è compatta allora questa è anche sufficiente.

Vogliamo invece ora, senza entrare troppo nei dettagli, dare qualche carat-
terizzazione geometrica della proprietà di una varietà di essere kähleriana e
Ricci-piatta. Ricordiamo innanzitutto velocemente la definizione di fibrato
principale:

Definizione 3.10. Un fibrato G-principale su M è una terna (P, π, M), con
π : P → M sommersione, dotata di un’azione di gruppo di G su P che è
libera e transitiva su ogni fibra di π−1.

Facciamo notare (si veda [Mor07]) che se abbiamo una rappresentazione
del gruppo in GLk(R) possiamo associare al fibrato principale un fibrato vet-
toriale (il viceversa è sempre possibile). Sostanzialmente il fibrato principale
fornisce informazioni sul sottogruppo di GLk(R) definito dagli elementi del
cociclo gαβ del fibrato vettoriale.

Ogni volta che dotiamo una varietà di qualche struttura supplementare,
possiamo vedere questa struttura come una restrizione sul fibrato principale
tangente, ottenendo così quella che viene detta una G-struttura. Ad esem-
pio, una orientazione su M è una GL+

n (R)-struttura, una struttura quasi-
complessa è una GLm(C)-struttura, con n = 2m, mentre una metrica rieman-
niana è una On-struttura.

Nel linguaggio dei fibrati principali e delle strutture vale la seguente carat-
terizzazione delle metriche kähleriane.

Proposizione 3.11. Sia M una varietà dotata di una struttura quasi-complessa J e
una metrica hermitiana h. La Um-struttura (dove Um = O2m ∩GLm(C)) generata
da queste è geometrica (ossia è dotata di una connessione a torsione nulla) se e solo
se h è una metrica kähleriana.
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Dimostrazione. La struttura definita è geometrica se e solo se J è parallelo
rispetto alla connessione di Levi-Civita (che è l’unica connessione a torsio-
ne nulla su O2m). Dai teoremi visti in precedenza, questo è equivalente a
richiedere che h sia kähleriana.

Riportiamo infine anche una caratterizzazione geometrica della proprietà
di essere Ricci-piatta per una varietà. Prima di essa è utile richiamare:

Definizione 3.12. Sia (P, π, M) un fibrato G-principale, e sia p ∈ P. Il grup-
po di olonomia Holp(ω) è il sottogruppo di G definito dagli elementi che
trasportano p parallelamente, rispetto alla connessione ω, lungo una curva
liscia. Se P ed M sono connessi allora Holp(ω) è indipendente da p a meno
di coniugio in G.

Detto ciò, vale la seguente caratterizzazione, che non dimostreremo (cfr.
[Mor07]).

Proposizione 3.13. Sia data una varietà kähleriana (M, J, h). Allora sono equiva-
lenti:

• M è Ricci-piatta;

• M ha una SUm-struttura geometrica;

• il gruppo di olonomia riemanniano di M (il gruppo di olonomia sul fibrato
tangente relativo alla connessione di Levi-Civita) è un sottogruppo di SUm.

Abbiamo così visto anche qualche conseguenza di kählerianità e Ricci-
piattezza riguardo le G-strutture sulla varietà e il gruppo di olonomia. In par-
ticolare, lo studio del gruppo di olonomia è importante quando si vogliono
considerare, ad esempio, le varietà di Calabi-Yau.

3.5 teoremi di calabi-yau e aubin-yau

In questa sezione ci proponiamo di presentare il seguente risultato sulla
forma di Ricci.

Teorema 3.14. Sia Mm una varietà kähleriana compatta con forma fondamentale
Ω e forma di Ricci ρ. Allora, per ogni forma (1, 1) reale chiusa ρ1 nella classe di
coomologia di 2πc1(M), esiste una unica metrica kähleriana con forma fondamentale
Ω1 nella stessa classe di coomologia di Ω, la cui forma di Ricci sia esattamente ρ1.

In letteratura, talvolta ci si riferisce a questo teorema col nome di congettura
di Calabi; essa fu posta nel 1954 da Eugenio Calabi. La prima dimostrazione
completa è dovuta a Yau ([Yau77; Yau78]), nel 1976.1 Precedentemente, lo

1 Questo risultato è valso a Yau la medaglia Fields nel 1982.
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stesso Calabi aveva provato l’unicità della soluzione.
Questo risultato è di estrema importanza in geometria riemanniana, per-

ché permette di costruire famiglie di metriche kähleriane Ricci-piatte su varie-
tà complesse compatte. Inoltre, si può usare il teorema per trovare metriche
con curvatura di Ricci definita positiva (o negativa), fatto che ha conseguenze
importanti sul gruppo fondamentale della varietà e su quello dei suoi biolo-
morfismi. Infine, aggiungiamo che ci sono risultati sull’esistenza di metriche
di Kähler-Einstein, per cui rimandiamo il lettore interessato a [Bes87].

La strategia standard per dimostrare la congettura è quella di ridursi alla
considerazione di una equazione ellittica non lineare alle derivate parziali in
una funzione reale u. Tale equazione è detta di Monge-Ampère.

Premettiamo un lemma basilare che utilizzeremo spesso nel seguito.

Lemma 3.15 (i∂∂-lemma globale). Sia φ una (1, 1)-forma reale esatta su una
varietà di Kähler compatta. Allora esiste una funzione reale u tale che φ = i∂∂u.

Dimostrazione. Il lemma è una interessante conseguenza della decomposizio-
ne di Hodge2 per varietà di Kähler compatte e, come vedremo, le applicazioni
sono utilissime.

Prendiamo una (p, q)- forma α che sia d-esatta. Questo implica, per la
decomposizione, che α è ortogonale allo spazio delle (p, q)-forme armoniche,
qualunque sia l’armonicità considerata (rispetto a d, ∂, ∂). Inoltre α è ∂-chiusa,
quindi si ha α = ∂β. Di nuovo per la decomposizione di Hodge,

β = ∂b + ∂
∗
b′ + b′′

con b′′ ∂-armonica. Risulta quindi:

α = ∂∂b− ∂
∗
∂b′

dove si è utilizzato ∂∂
∗
= −∂

∗
∂. Essendo ∂α = 0, risulta ∂∂

∗
∂b′ = 0, e quindi

si ha

0 = h(∂∂
∗
∂b′, ∂b′) = ‖∂∗∂b′‖2 = 0

di nuovo per la regola di commutazione, ciò implica ∂∂
∗
b′ = 0, e quindi in

finale

α = ∂∂b

Si ottiene quindi la tesi, ovvero che α è ∂∂-esatta. La verifica delle condizioni
di realtà delle forme e funzioni trovate viene lasciata al lettore.

2 Per questo si consulti [Mor07].
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Dimostrazione (della congettura di Calabi). Sia Ω la forma fondamentale asso-
ciata alla varietà (M, J, h). Denotiamo con U l’insieme delle funzioni lisce
reali con le seguenti proprietà:

U =

{
u ∈ C∞(M)|Ω1 = Ω + i∂∂u > 0,

∫
M

uΩm = 0
}

dove una (1, 1)-forma reale φ è detta positiva se il tensore simmetrico φ(·, J·)
è definito positivo; la seconda condizione, come sarà chiaro fra poco, ci garan-
tisce che u sia determinata univocamente. Infatti, possiamo definire una for-
ma di volume a partire dalla forma fondamentale, che corrisponde a quella
data dalla metrica, tramite la formula

dv =
1

m!
Ωm

In effetti,

Ω = i
m

∑
α,β=1

hαβdzα ∧ dzβ

da cui(
1
i

)m

Ωm =
m

∑
α1,β1=1

hα1β1
dzα1 ∧ dzβ1 ∧ · · · ∧

m

∑
αm,βm=1

hαm βm
dzαm ∧ dzβm =

∑
σ1

sgn(σ1)∑
σ2

sgn(σ2)hσ1(α1)σ2(β1) · · · hσ1(αm)σ2(βm)dz1 ∧ dz1 ∧ · · · ∧ dzm ∧ dzm =

∑
σ1

det hα,βdz1 ∧ dz1 ∧ · · · ∧ dzm ∧ dzm =(
1
i

)m

m!
√
|det h| dx1 ∧ dy1 ∧ · · · ∧ dxm ∧ dym

Naturalmente, è definita una funzione reale f attraverso la formula

e f dv = dv1

dove dv1 è la forma di volume relativa alla nuova forma Ω1. Essendo Ω e Ω1

nella stessa classe di coomologia, questo vale anche per le forme di volume,
e quindi otteniamo la seguente uguaglianza di invarianza del volume:∫

M
e f dv =

∫
M

dv1

Rendiamo esplicito il collegamento con la forma di Ricci: data localmente
una sezione olomorfa ω = gdz1 ∧ · · · ∧ dzm di Λm,0T∗M, si ha

iρ = ∂∂ log h(ω, ω)
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dove

h(ω, ω) = h(gdz1 ∧ · · · ∧ dzm, gdz1 ∧ · · · ∧ dzm) =

gg det(h(dzi, dzj)) = gg(det hα,β)
−1

(si è fatto uso dell’uguaglianza ∂∂ + ∂∂ = 0).
Ovviamente tutte le uguaglianze valgono anche con il pedice 1 relativo

alla nuova forma di Ricci Ω1. Un’ultima identità di cui abbiamo bisogno per
ricavare l’equazione di Monge-Ampère, è relativa all’azione dell’operatore ∗
di Hodge. Si può mostrare che esso agisce come una moltiplicazione per una
certa costante ε.

Infatti,
εω ∧ω = ω ∧ ∗ω = h(ω, ω)dv

e similmente,

εω ∧ω = ω ∧ ∗ω = h1(ω, ω)dv1 = e f h1(ω, ω)dv

Dunque otteniamo
iρ1 − iρ = ∂∂ f

Questa formula fornisce la relazione tra le forme di ricci e la forme fonda-
mentali. Infatti, abbiamo mostrato che se Ω1 = Ω+ i∂∂u, allora ρ1 = ρ− i∂∂ f ,
dove

f = log
(Ω + i∂∂u)m

Ωm

Ora, data una forma (1, 1) reale ρ1 nella classe di coomologia 2πc1(M), il
lemma precedente implica che esiste una funzione f tale che

ρ1 = ρ− i∂∂ f

Inoltre, f è unica imponendo l’invarianza del volume della varietà. Denotia-
mo con F lo spazio delle funzioni reali lisce su M che soddisfano questa con-
dizione. Quindi abbiamo ricondotto il problema allo studio dell’equazione
di Monge-Ampère; nello specifico, vogliamo dimostrare che l’applicazione

Cal : U → F

u 7→ log
(Ω + i∂∂u)m

Ωm

è una biiezione ben definita.
La suriettività, di cui non ci occupiamo, è la parte ostica della dimostrazio-

ne. Essa è stata dimostrata da Yau con teniche di analisi non banali e stime a
priori (rimandiamo il lettore a [Joy00]).
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La buona definizione segue direttamente dall’espressione analitica dell’ap-
plicazione, tenendo a mente che Ω è una forma mai nulla. È anche possibile
provare che Cal è un diffeomorfismo locale, fatto che deriva dalle proprietà
dell’operatore di Laplace.

Nel seguito dimostreremo l’iniettività. È sufficiente che Cal(u) = 0, u ∈ U
implichi u = 0. Infatti, Cal(u1)− Cal(u2) = 0 implica

log
(Ω + i∂∂u1)

m

(Ω + i∂∂u2)m
= 0

da cui deduciamo che, a meno di cambiare Ω con Ω′ = Ω + i∂∂u2, possiamo
scrivere

log
(Ω′ + i∂∂(u1 − u2))m

Ω′m
= 0

da cui segue l’uguaglianza di u1 con u2. Dunque non perdiamo di generalità
se concentriamo i nostri sforzi sul caso Cal(u) = 0.

Se Cal(u) = 0, abbiamo
Ωm

1 = Ωm

e poiché le due forme commutano

0 = Ωm
1 −Ωm = i∂∂u ∧

m−1

∑
k=0

Ωk
1 ∧Ωm−k−1

(in questa uguaglianza abbiamo utilizzato la semplice identità polinomiale
(a + b)m − am = b ∑m−1

k=0 (a + b)kam−k−1).
Sapendo che 2i∂∂ = (∂ + ∂)(−i(∂− ∂)) = ddc, e che Ω e Ω1 sono forme

chiuse, otteniamo

0 = 2ui∂∂u ∧
m−1

∑
k=0

Ωk
1 ∧Ωm−k−1 = uddcu ∧

m−1

∑
k=0

Ωk
1 ∧Ωm−k−1 =

d(udcu ∧
m−1

∑
k=0

Ωk
1 ∧Ωm−k−1)− du ∧ dcu ∧

m−1

∑
k=0

Ωk
1 ∧Ωm−k−1

da cui, integrando su M e usando la formula di Stokes, vediamo che

0 =
∫

M
du ∧ Jdu ∧

m−1

∑
k=0

Ωk
1 ∧Ωm−k−1 (3.1)

dove dcu = −Jdu per ogni funzione u (semplice verifica).
Consideriamo una base locale ortonormale {e1, . . . , em, Je1, . . . , Jem} rispet-

to ad h. In queste coordinate,

Ω =
m

∑
j=1

ej ∧ Jej Ω1 =
m

∑
j=1

ajej ∧ Jej
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dove le funzioni aj sono strettamente positive. Infatti, per definizione Ω1(·, J·)
è definita positiva e quindi 0 < Ω1(ek, Jek) = ∑m

j=1 ajδjk = ak.
Si può mostrare che per ogni k,

Ωk
1 ∧Ωm−k−1 = ∗(

m

∑
j=1

bk
j ej ∧ Jej)

con bk
j strettamente positive. Per verificare questa uguaglianza (e trovare

anche l’espressione di bk
j ) è sufficiente scrivere la definizione di ∗ e svolgere

i calcoli che si presentano. Saltiamo questo passaggio algebrico.
Questo mostra che l’integrando in (3.1) è strettamente positivo a meno

di avere du = 0. Di nuovo, svolgere i calcoli sarebbe tedioso, pertanto ci
limitiamo a fornire una motivazione euristica che giustifichi la formula. In
luogo di du usiamo ej, e quindi possiamo scrivere per ogni termine della
sommatoria,

∫
M

ek ∧ Jek ∧Ωk
1 ∧Ωm−k−1 =

∫
M

ek ∧ Jek ∧ ∗(
m

∑
j=1

bk
j ej ∧ Jej) =

∫
M

h(ek ∧ Jek,
m

∑
j=1

bk
j ej ∧ Jej)dv =

∫
M

h(ek ∧ Jek, bk
j ek ∧ Jek)dv =

∫
M

bk
j dv > 0

Quindi, poiché du = 0, u è costante e in particolare u = 0 per la solita
invarianza volumetrica. Concludiamo che Cal è iniettiva.

Come si accennava nell’introduzione, otteniamo alcune conseguenze geo-
metriche rilevanti. La prima riguarda le varietà Ricci-flat, cioè quelle la cui
curvatura di Ricci svanisce.

Corollario 3.16. Se la prima classe di Chern di una varietà kähleriana compatta M
è nulla, allora M ammette una metrica di Kähler Ricci-piatta.

La seconda conseguenza si ottiene in combinazione con un altro teorema,
che enunciamo senza dimostrare.

Teorema 3.17. Una varietà kähleriana compatta con tensore di Ricci definito positi-
vo è semplicemente connessa.

Allora grazie alla congettura di Calabi troviamo il seguente corollario.

Corollario 3.18. Se la prima classe di Chern di una varietà kähleriana compatta
M è positiva (i.e., ammette un rappresentante positivo), allora M è semplicemente
connessa.
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Come abbiamo avuto modo di vedere, il teorema di Calabi-Yau è un risul-
tato molto potente per quanto riguarda la scelta di una metrica kähleriana
ottimale su una varietà compatta. In particolare abbiamo potuto dare una
condizione sufficiente perché una varietà sia Ricci-piatta. Inoltre abbiamo
visto, anche se non siamo scesi nei dettagli, quali siano le conseguenze nel
caso che la prima classe di Chern della varietà ammetta un rappresentante
definito positivo.

Ora, invece, vogliamo studiare il caso di esistenza di una metrica di Kähler
su una varietà compatta che soddisfi la condizione di Einstein:

Ric = λh λ ∈ R

Innanzitutto notiamo che se la metrica viene scalata per un fattore costante
positivo, il tensore di Ricci non cambia (questo si può vedere dall’espressione
locale del tensore di Ricci, che è stata ricavata nei precedenti capitoli). Possia-
mo quindi supporre che λ = ε = ±1. Traducendo l’equazione per le relative
forme si ha:

ρ = εΩ ε = ±1

Inoltre, sapendo che ρ
2π è nella prima classe di Chern, perché sia soddisfatta

la condizione di Einstein è necessario che c1(M) sia definita rispettivamente
positiva o negativa, ovvero che ammetta un rappresentante definito positi-
vo o negativo (ricordiamo che una forma φ è definita positiva se è definita
positiva φ(·, J·)). Nel caso negativo questa condizione basta ad assicurare
l’esistenza di una metrica che sia di Einstein, e questo è il contenuto del
teorema di Aubin-Yau.

Teorema 3.19. Sia Mm una varietà kähleriana compatta tale che la sua prima classe
di Chern sia definita negativa. Allora esiste un’unica metrica di Kähler-Einstein con
costante ε = −1.

La strategia per risolvere questo problema è analoga a quella utilizzata per
il teorema di Calabi-Yau. Anche in questo caso ci ridurremo al problema di
dimostrare la biiettività di una certa applicazione, e ancora la parte difficile
della dimostrazione, che omettiamo, è quella relativa alla suriettività. Innan-
zitutto cerchiamo di riformulare il problema. Nel farlo, non entra ancora in
gioco la differenza fra il caso positivo e negativo, quindi utilizzeremo ε = ±1.

In analogia con quanto fatto precedentemente, vogliamo determinare la
relazione che deve intercorrere tra due funzioni u e f (che definiremo fra
poco) che identificano le due forme fondamentali e le forme di Ricci relative
a diverse metriche.

Dimostrazione. Innanzitutto sappiamo che ε2πc1(M) è definita positiva, quin-
di esiste una (1, 1) forma reale chiusa Ω nella sua stessa classe tale che Ω(·, J·)
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sia definita positiva. Poniamo h = Ω(·, J·). h è una metrica kähleriana. De-
notiamo con ρ la sua forma di Ricci. Poiché [Ω] = [ερ], per il lemma “i∂∂”
globale, esiste una funzione f tale che

ρ = εΩ + i∂∂ f

Supponiamo ora che esista una metrica h1 tale che la sua forma fondamentale
e la forma di Ricci sono legate da

ρ1 = εΩ1

Naturalmente, risulta [Ω] = [Ω1]. Quindi esiste una funzione u tale che

Ω1 = Ω + i∂∂

Utilizzando le formule ricavate in precedenza nell’analisi della congettura di
Calabi, sappiamo già che deve valere

ρ1 = ρ− i∂∂ log
(Ω + i∂∂u)m

Ωm

Utilizzando la funzione f e la condizione di Einstein otteniamo

Ω + i∂∂u = εΩ1 = εΩ + i∂∂ f − i∂∂ log
(Ω + i∂∂u)m

Ωm

Ciò equivale a richiedere, eliminando il ∂∂, che valga

log
(Ω + i∂∂u)m

Ωm + εu− f = costante

Viceversa, ragionando all’indietro, si può vedere che se abbiamo u funzione
C∞ tale che Ω1 = Ω + i∂∂u > 0, allora Ω1 definisce una metrica di Kähler-
Einstein.

Riassumendo, abbiamo ricondotto il teorema di Aubin-Yau alla dimostra-
zione che l’applicazione Calε definita da

Calε(u) = Cal(u) + εu

è un diffeomorfismo, ovvero è biunivoca.
Come in precedenza, ci occuperemo soltanto dell’iniettività (il lettore inte-

ressato cosulti [Joy00]). Si supponga Calε(u1) = Calε(u2) e ε = −1; con le
notazioni Ω1 = Ω + i∂∂u1 e Ω2 = Ω + i∂∂u2, otteniamo

log
Ωm

1
Ωm − u1 = log

Ωm
2

Ωm − u2
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da cui, ponendo u = u2 − u1:

log
(Ω1 + i∂∂u)m

Ωm
1

= u (3.2)

In un punto di massimo per u, la forma i∂∂u è semidefinita negativa,
poiché, per ogni vettore X nello spazio tangente in quel punto, possiamo
scrivere

i∂∂u(X, JX) =
1
2
(ddcu)(X, JX) =

1
2
(Hu(X, X) + Hu(JX, JX)) ≤ 0

dove la seconda uguaglianza segue semplicemente esprimendo l’operatore
dc nelle coordinate {x1, y1, . . . , xm, ym}, e Hu indica la matrice hessiana di u.

Naturalmente, Hu è semidefinito negativo quando valutato sul punto di
massimo di u, inoltre grazie a (3.2) vediamo che u ≤ 0 in ogni punto di
massimo, dunque u ≤ 0 su M. Similmente, si mostra u ≥ 0 su ogni punto di
minimo, da cui deduciamo finalmente u = 0 su M, che è quello che volevamo
dimostrare.
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