Corso di Laurea in Informatica
Algebra. a.a. 2023-24. Canale 1.

Compito a casa del 4/12/2023. Soluzioni.

Esercizio 1. Si consideri il sistema omogeneo di 3 equazioni in 6 incognite

1 —To+x3—Tg+x5—26=0
x3 —2x4+ x5+ 26 =0
SC5*I6:O

Osserviamo che trattasi di un sistema omogeneo a scala Sz = 0.

Determinare i pivots della matrice S. Determinare le variabili dipendenti del sis-
tema e quelle libere. Risolvere il sistema. Sia ¥ I'insieme delle soluzioni. Spiegare
perché ¥y & un sottospazio di R®. Determinare k¥ € N e k vettori linearmente
indipendenti {w;,...,w,} in R® in modo tale che

Yo = Span(wy, ..., wy,)
Determinare il rango di S. Determinare una base per Im S.
Soluzione esercizio 1. La matrice dei coefficienti del sistema ¢
i -1 1 -1 1 -1

S=10 0 1 -2 1 1
0O 0 0 0 1 -1

I pivot compaiono nella matrice in grassetto e sono:

p1 = 1 nella colonna j; =1

p2 = 1 nella colonna j; = 3

p3 = 1 nella colonna js3 = 5.

Le variabili dipendenti sono quindi x1,x3,z5. La variabili libere sono x9, x4, z¢.
Da quanto visto a lezione il rango di S € 3 ed una base per Im S & costituita dalle
colonne $71, 572, §73  cioe dalle colonne S', S3,S% .

Risolvendo all’indietro abbiamo

T1 = To — X4 + 274
T3 = 2564 - 2336
Is — Tg

che possiamo riscrivire come

T1 = To — X4 + 274

T2 = T2
T3 — 2.1?4 — 21‘6
Ty = T4
I5 = Te
Te = Te

Quindi se ¥ denota l'insieme delle soluzioni, e cioe KerLg = KerS, si avra

xr1 To — Ty + 276 1 —1 2
T3 T2 1 0 0
I3 _ 2.’,E4 - 2566 _ 0 2 -2
RS z. |- 24 =2 | T2l | |tTT6|
T5 Z6 0 0 1
Te Te 0 0 1




Conclusione:

1 -1 2

1 0 0
_ _ 0 2 -2
Y9 = KerS = Span ol'l 1 1] o
0 0 1

0 0 1

Dato che dimKerS = 6 —rgS = 6 — 3 = 3 si ha subito che questi vettori sono una
base di KerS e cioe di %.

Esercizio 2. Si consideri il sistema di 3 equazioni in 6 incognite

Tl —To+x3—Tyg+x5—26=1
x3 —2x4 + x5 + 6 = 2
$57I6:1

Stabilire se il sistema ¢ compatibile ed in caso affermativo determinare 'insieme X
delle sue soluzioni.

Soluzione esercizio 2. Da quanto visto nell’Esercizio 1 e dal Corollario 6.2 vedi-
amo che il sistema & compatibile. Risolvendo all’indietro abbiamo

1’1:17271'44*213671
r3 =214 — 226 + 1
5 =14 x4

che possiamo riscrivere come

T1 =To — X4+ 224 — 1

T2 = T2

T3 =214 — 226 + 1
L4 = Tq
$5:$6+1
Te = Lo

Quindi se ¥ denota 'insieme delle soluzioni del sistema omogeneo associato, e cioe
il sistema dell’esercizio 1, se ¥ denota 'insieme delle soluzioni di questo sistema e
v=(-1,0,1,0,1,0)" allora

Y= v+ 20 .
Notare che abbiamo verificato in questo esempio particolare il teorema di struttura:
le soluzioni di un sistema non omogeneo sono date da una soluzione particolare pit
tutte le soluzioni del sistema omogeneo associato.

Esercizio 3. Si consideri il sistema di 3 equazioni in 6 incognite

T1— X2+ T3 —Tg+T5 —x6=1
2x1 — 2x0 + 3x3 — 4wy + 315 — 16 = 4
I17I2+I371‘4+2I572$6:2

Stabilire se il sistema ¢ compatibile ed in caso affermativo determinare 'insieme X
delle sue soluzioni.

Soluzione esercizio 3. Con la sostituzione

Al s AL 241, AL AL~ A,



nella matrice completa A’ del sistema otteniamo il sistema equivalente

Tl —Tot+x3—Tygt+ a5 —T6 =1
T3 — 204 + x5 +T6 = 2
$5—$6=1

Ma questo sistema lo abbiamo gia risolto nell ’esercizio precedente.



