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RIASSUNTO - Si classificano gli FLS con n® +n+ 1 punti e n® 4+ 3n retle, n > 4,
dotati di al piti un punto di grado n + 2.

ABSTRACT - We classify FLS’s withv = n?4n+1, b=n?+3n, n > 4, in vhich
there ezxists at most one point of degree n + 2.
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1 — Introduzione

Uno spazio lineare finito non degenere (FLS) & una coppia (P, L)
costituita da un insieme P non vuoto, i cui elementi si dicono punti, e da
un insieme £ di parti di P, dette rette, tali che per due punti passa una e
una sola retta e ogni retta ha almeno due punti. Se esistono almeno due
rette I'FLS si dice non degenere. Si porra b= |L|, v = | P|.

Si definisce grado di un punto p il numero [p] delle rette passanti per
esso; il numero |¢] dei punti di una retta { € £ prende il nome di lunghe:za

{(*)Lavoro escguito nell’ambito del G.N.S.A.G.A. del C.N.R. e dei gruppi di ricerca 40%
del M.U.RS.T.
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della retta. Due rette £ ed £' che coincidono o che non hanno punti in
comune si dicono parallele.

Un FLS in cui tutti i punti si distribuiscono su due rette incidenti di
lunghezze s e ¢ si dice (s,t)-cross. Se una delle due rette ha lunghezza 2,
tale FLS si dice near-pencil.

Un classico risultato nell’ambito dello studio degli FLS non degeneri &
il Teorema di DE BRUIIN-ERDOS-HANANI ([2], [4]) che afferma che b > v
e b = v se e soltanto se (P, L) & un piano proiettivo o un near-pencil.

Un primo problema che si pone & lo studio dell'immergibilita di un
FLS in un piano proiettivo. A tale proposito richiamiamo un risultato di
Vanstone che ci sari utile nel seguito.

TeoOREMA I ([6]). Sia P un insieme di n? + n+ 1 punti e £L =
{t,,...,L}, m > n?, una famiglia di sottoinsiemi di L, |&;] = n + 1,
i=1,...,m. Seln¢|=1,1<i<j<m, allora L éimmergibile in
un piano proiettivo finito di ordine n.

Un altro tipico problema & lo studio dell’esistenza di FLS soddisfa-
centi opportune condizioni aritmetiche, ad esempio aventi un assegnato
numero di punti o di rette. ERDGS, FOWLER, SOs, WiLsoN ([3]) hanno
provato che non esistono FLS con n? +n+ 1 puntien’+n+1<b <
n?+2n+1; inoltre, un FLS con n+n+1 punti e b = n? +2n + 1 rette si
ottiene da un piano proiettivo di ordine n deformando una delle sue rette
in un piano proiettivo o in un near-pencil. Se n = ¢? + ¢ non esistono
spazi lineari con n? +n+1 puntie n? +2n+2 < b < n?+2n+q. Infine,
un FLS con v = n% 4+ n + 1 che non sia né un piano proiettivo né un
near-pencil né sia ottenuto da un piano proiettivo deformando una sua
retta in un FLS ha b > n? +(2+ c)n rette, con ¢ = 0,147899. Nello stesso
lavoro essi congetturano che la diseguaglianza possa essere migliorata in
b > n243n+0(1). In seguito la diseguaglianza in [3] & stata migliorata da
BLOKHUIS, SCHMITT e WILBRINK ([1]), i quali hanno provato che, nelle
stesse ipotesi per v, risulta b > n? 4+ 3n — 4,/n. Ha pertanto interesse
studiare gli FLS con n?+n + 1 punti e n? 4 3n rette. Esempi di tali FLS
si ottengono deformando una retta di un piano proiettivo di ordine n in

i) un doppio near-pencil (i.e. I'FLS su n+1 punti avente una retta con
n — 1 punti e tutte le altre rette di lunghezza 2)
ii) un piano proiettivo con n — 1 punti unito un punto esterno.
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Un ulteriore esempio si ottiene considerando un piano proiettivo di
ordine 7 con una retta deformata in un (4,5)-cross.
Osserviamo che non & difficile verificare che un FLS con n? +n + 1

punti e n243n rette ottenuto deformando una retta di un piano proiettivo
di ordine n & dotato di al pii un punto di grado n + 2.
Nel presente lavoro si ottiene il seguente risultato.

TeOREMA II. Un FLS (P, L) con n®+n+1 punti e n?+3n rette con
n > 4, dotato di al pit un punto di grado n + 2, si ottiene da un piano
proiettivo di ordine n deformando una sua retta in un FLS (P',L') con
n + 1 punti e 2n rette. Se esiste il punto di grado n+ 2 risultan =17 e

(P, L") é un (4,5)-cross.

2 — Studio degli FLS con n’4n+1 punti e n’43n rette
Sia (P,£) un FLS con v = n? + n + 1 e b = n? 4 3n verificante la

(2.1) esiste al pill un punto di grado n + 2.

LEMMA 2.1. Se n > 4, non esistono relte di lunghezza maggiore di
n 4 1 (cfr. [3] Lemma 1).

DiM. Ricordiamo che se in (P, L) esiste una retta di lunghezza &
risulta b > 1+ k%(v — k)ju-1) (cfr. [5]). Se k < 2/3v la funzione k*(v — k)
& crescente, pertanto in tal caso da k > n+ 2 segue b > n? +3n+1-4,.
Poiché b = n? + 3n si ha allora n < 4. Se k > 2/3v, sia k la massima
lunghezza delle rette e sia L una retta di lunghezza k. Poiché (P, L) non
& un near-pencil esistono due punti non appartenenti ad L; per ciascuno
di essi passano k rette incidenti L. Ne segue b > 2k; nell’ipotesi k > 2,5v
risulta b > 4/sv e cioé 1 < n < 4. Pertanto, se n > 4 in entrambi i casi si
ottiene una contraddizione.

Supporremo d’ora in poi n > 4.

LeMMA 2.2. Ogni punto ha grado almeno n + 1.
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DiM. Se esistesse un punto di grado < n, poiché v = »? + n+ 1,
esso dovrebbe passare almeno una retta di lunghezza n + 2.

E evidente inoltre che:

LEMMA 2.3. Un punio ha grado n+ 1 se e solo se per esso passano
solo rette di lunghezzan + 1.

LEMMA 2.4. Esistono punti di grado n + 1 e, conseguentemente,
rette di lunghezza n + 1.

DiM. Supponiamo per assurdo che non esistano punti di grado n + 1;
per la (2.1) e per il Lemma 2.2 risulta {x] > n + 3 per ogni £ € P ad
eccezione di al pit un punto. Contando le coppie (z,f) conz € el € L
si ha, essendo |¢] < n +1 (Lemma 2.1}, + 2+ (v—1)}(n+3) < T [z] =

TEP
I 1€ € b(n + 1); di qui segue b > n? + 3n + 1 + 1(a41) contro I’ipotesi
(ec
b=n?+43n.
Diremo ordinari i punti di grado n + 1 e le rette di lunghezza n + 1,

corte le rette non ordinarie e indicheremo con z, I'eventuale punto di
grado n 4+ 2.

LEMMA 2.5. Su ogni retta ordinaria esiste almeno un punte ordi-
narto.

DiM. Sia L una retta ordinaria e sia a il numero dei punti ordinari
su L; distinguiamo due casi:

i) zo ¢ L; esistono almeno n? + 3n + 2 — 2a rette incidenti L e dunque
n?2+3n=56>n2+3n+3—2adacuia3pcicka>2

ii) zo € L; esistono almeno n? + 3n + 1 — 2a rette incidenti L e dunque
n24+3n=56>n>+3n+2—-2adacuia>l.

Segue subito che

LEMMA 2.6. Le rette ordinarie sono a due a due incidenti.
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Indichiamo con k; il numero delle rette contenenti j punti ordinari,
con b° la 2 kj econ v il numero dei punti ordinari. Per i Lemmi 2.3 e

>1
2.5 risulta, b° uguale al numero delle rette ordinarie.
LEMMA 2.7. Risulta b* > vo(n + 1)}, 4n) (cfr. [1] Lemma 7).

DiuM. Segue subito dal sistema di equazioni

Zk" =b-

i1
Ejk, = to(n + 1)
j21

Y (3 = 1)k; = vo(vo — 1)

i1

ottenuto contando le coppie (z,£) con z punto ordinario di ¢, le terne
({z,y},¢) con z e y punti ordinari di ¢ e considerando la diseguaglianza
di Cauchy-Schwartz.

Si ha inoltre:

LEMMA 2.8. Su due rette ordinarie che si intersecano in un punto
ordinario esistono almeno n +2 punti ordinart se le rette non contengono
zo ¢ almeno n+ 1 punti ordinari se contengono z,.

DiM. Siano I ed M due rette ordinarie non contenenti z, e sia z =
LNM un punto ordinario. Denotato con a,(risp. aps) il numero dei punti
ordinari su L (risp. M), calcolando b a partireda L e da M sihan?+3n =
b>2n2+n+1+42(n+1-ar)+2(n+l~apy)=n*+50+5-2(ay+ay).
Si ha pertanto ey + ap > n+ 3. Supponiamo ora che x5 € L. Ripetendo
il conteggiosihan?+3n=b>n?+n+142(n—ay)+1+2(n+l-ay)=
n?4+5n+4—2a; +ay),dacuia,+ay>n+2

LEMMA 2.9. Esistono almeno nj, punti ordinari.

DiM. Se z & un punto ordinario, per il Lemma 2.8 sulle n 4 1 rette
ordinaric per z esistono almeno nj(n+ 1) +1> nf, + 3 punti ordinari,
in quanto il punto z;, appartiene ad al pit una delle rette per z.
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LEMMA 2.10. Esistono almeno n? + 1 rette ordinarie.

DiM. Segue immediatamente dai Lemmi 2.7 e 2.9, tenendo conto del
fatto che la funzione y = vo(n + 1)3(,4,) & crescente rispetto a vo.

Per i Lemmi 2.6 e 2.10, 'insieme £, delle rette ordinarie soddisfa le
ipotesi del Teorema I e pertanto £,,4; & immergibile in un piano proiettivo
(x,R) di ordine n. D’altra parte, per i Lemmi 2.3 e 2.4, per ogni punto
di P passa almeno una retta ordinaria e dunque P C x. Risulta pertanto
P = 7 essendo |P| = [|x|. Siano Ay,...,Ap24(t 2 1) le rette ordinarie di
(P, L) (che sono rette di 7) e siano By,...,Ba_q41 le rimanenti rette di
T.

LEMMA 2.11. Su ogni retta B; esistono almeno t + 1 punti z;;, per
cui non passano altre rette B; conj #4i,j=1,...,n—t+1.

DiM. Fissata la retta B;, esistono altre n — £ rette da deformare che
intersecano B; in al pia n — t punti distinti.

Sia Aj, j > n? +1, una retta corta di (P,£) contenente almeno
un z;,. Supponiamo per assurdo che tale A; non sia contenuta in B;,
i=1,...,n—t+1,esiay un punto qualunque in A;\ B;. La retta (y, z;»)
di 7 non pud essere una delle B; e dunque & una delle 4;, i < 2% +¢. Si
ha allora I'assurdo 4; = (y,zin) = A;.

Sia Ci = {zin/zin € Bi e zia ¢UB;j#£4,i=1...,n—-t+ 1},
i=1,...,n —t+ 1. Distinguiamo due casi:

(i) C: & contenuto in una retta corta 4;
(ii) non esiste nessuna retta corta contenente C.

Nel caso (i) se y € B; \ Ai e ziy € C;, la retta (y,z;s) & corta e
contenuta in B;. Tali rette, al variare di z;, in C;, sono a due a due
distinte e dunque esistono almeno ¢ + 2 rette corte contenute in B;.

Nel caso (ii) sia £; = {£N Ci/€ € L e |{N Ci| > 2}; lo spazio lineare
(Ci, £;) ha almeno due rette e dunque per il Teorema di DE BRUIIN-
ErDOS-HANANI ([2], [4)) risulta |L;] 2 [Cif =t + 1.

In entrambi i casi esistono, pertanto, almeno ¢ + 1 rette corte intera-
mente contenute in B;, i = 1,...,n —1{+ 1. Sia (B, £;) lo spazio lineare
su Bycon L; = {¢nB,JteLe|tnB|>2}. Siha|ly] 2|Bi]l=1n+1;
risulta pertanto n? + 3n = b > n? +t+n+ 1+ (n—-1)(t + 1), da cui
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t?—nt+n-1>0.Sihaallorat<let>n-—1;daltrapartel <t < n.
I valori possibili per ¢ sono pertantot = 1, n — 1, n. Se t = 1, su ogni
retta B;, i = 1,...,n, esistono almeno (¢ + 1 =) 2 punti z;;, z;, tali che
le rette corte per almeno uno di essi sono contenute in B;. Sia ¢; la retta
(i1, ia); risulta & C B; e dunque esiste un punto z € B; \ 4. Le rette
(2,2:1) e (2,2i2) sono corte, distinte tra loro e da ¢; e contenute in B;. Ne
segue n?+3n=b>n?+1+n+1+3(n—1)dacui 'assurdon < 1. Se
t =n-1,in = si sono deformate due rette B, e B,. Sia y = By N By; le
rette congiungenti un punto di B, \{y} e B;\{y} sono ordinarie e dunque
non esistono rette corte di (P, L) che intersecano in almeno due punti sia
B, che By. Nesegue n? +3n=5>n’+n-1+2(n+1)=n’>+3n+1
il che & assurdo. Risulta quindi ¢ = n; si & cosi provato il seguente

TeOREMA 2.12. Un FLS(P,L) conv=1n*+n+1eb=n?43n,
n > 4, dotato di al pitt un punto di grado n + 2 si ottiene da un piano
proiettivo di ordine n deformando una sua retta in uno spazio lineare

(P',L') con n+ 1 punti e 2n rette.

Supponiamo che esista in (P,£) un punto z, di grado n + 2. Cio
implica che in (P, £’} il punto zo ha grado 2 e dunque i punti di P’ si
distribuiscono su due rette per z,, £, ed m. Denotato con A il numero dei
punti di € diversi da z, risulta [£'| = (n — h)h + 2 da cui si ricava che
n? — 8n + 8 & un quadrato k2. Si vede facilmente che cid & possibile solo
perk*=1ecioé pern=171.

Resta pertanto completamente dimostrato il Teorema II del n. 1.
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