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Ortogonalita non Hermitiana sul Cerchio
Unitario e Polinomi Simmetrici

B. GERMANO

RiAssUNTO - Vengono considerati sistemi di polinomi, dotati di simmetrie com-
plesse, ortonormali sul cerchio unitario, rispetto ad un prodotto scalare non hermitiano,
determinato da un peso appartenente a opportune classi di simmelria.

ABSTRACT — Symmetric systems orthonormal on the unit circle with respect to a
not hermitian scalar product are introduced.
Key WoRrps - Orihogonal polynomials - Nontrigonometric Fourier Analysis.

A.M.S. CLASSIFICATION: 33A65 - 42C05 - 65F40

— Introduzione

Recentemente diversi lavori sono stati dedicati allo studio dei poli-
nomi sul semicerchio o su un arco di cerchio, ortogonali rispetto ad un
prodotto scalare non hermitiano. Si vedano ad esempio: W. GAUTSCHI
- G.V. Mirovanovic [4], F. CaLio - E. MaRrcHETTI [3], M.G. DE
BRUIN [2].

In [1] D. BEssis ha anche considerato il caso dei polinomi ortogonali
sul cerchio unitario, sempre rispetto a tale tipo di prodotto scalare.

11 presente lavoro si propone di esaminare come si debbano trasfor-
mare i risultati conscguiti in (8], nel caso in cui venga considerato un
prodotto scalare non hermitiano.
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Vengono infatti introdotti sistemi di polinomi dotati di simmetrie
complesse, ortonormali sul cerchio unitario rispetto ad un prodotto sca-

lare non hermitiano determinato da pesi appartenenti ad opportune classi
di simmetria.

1 — Simmetrie delle funzioni complesse

Fissato un intero m € IN, siano
£y = eiT/m (k=0,1,...,m-1)

le radici m-sime complesse dell’unita.

Q(I) (o anche ) denoterd lo spazio delle funzioni complesse della
variabile complessa z sviluppabili in serie di Laurent in una corona circo-
lare I di centro 1'origine (in particolare olomorfe in un intorno circolare
I dell’origine).

Con Q(T) (o anche Q) sara indicato il sottospazio vettoriale di
costituito dalle funzioni che verificano la seguente proprieta di simmetria:

(1.1) ¢ €Y = ¢(c,2) = exg(2).

Sussiste la seguente decomposizione in somma diretta (cfr. ad es.
P.E. Ricci [7]):

TEOREMA L. 1
Q= @ Qe
k=0
Inoltre:

TeoREMA II. Se ¢ € Q¥ — {0}, allora:

Dée Q-1 | p@geqt-A | DW¢e k- (modm).
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Evidentemente, se ¢ € Q™ e 3 € O, allora ¢y € QP+* (mod m).
Si scrive subito la tavola di composizione delle funzioni che soddisfano
le proprieta di simmetria (1.1):

. lu a9 | [ aw | [ am

|
[ J | Lo ] [on] oo ]
[ am | ol | | o | [ aw J
|

|

|

|
oo ] | | | Ca
L] | O] ]

(o] | [ar] Com ]

Sia T': |z| = p un cerchio di centro 'origine e contenuto nel campo di
olomorfia I della funzione f(z).
Posto:
I'y:{z=pcosh,y=psinf; 0<0<2r/m)}

si verifica facilmente che risulta:

12 [r@dz= [(@+asEn) teot e fEme2)ds.
r ~

Ne consegue (cfr. [8]) il seguente

TeEOREMA III. Sek =0,1,...,m -2, gllora:

(1.3) feaH — /f(z) dz=0
(1.4) fe Q-1 — [ f(2)dz=m [ f(2)dz.
[1rse=r]

Nel seguito vengono anche considerate funzioni complesse della va-
riabile complessa z appartenenti a classi pitt generali. Infatti,
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I risultati precedenti, che dipendono esclusivamente da proprieta al-
gebriche e dal teorema di Cauchy, conlinuano a valere se le funzioni che
8i considerano appartengono alla classe H, (cfr. G. SzEGO [9), p. 274,
Fatou’s Theorem 10.1.2), sono cioé tali che:

©0

> laxl* ¢ convergente,
k=0

e, conseguenlemente:

[+ ]
f(z)=)_az* ¢ olomorfa nel cerchio Jz| < 1.
k=0

2 — Sistemi ortonormali rispetto ad un prodotto scalare non her-
mitiano
Sia ¢(z) € Q una funzione complessa della variabile complessa z che
soddisfi una delle seguenti condizioni:
A) ¢(z) ammette il seguente sviluppo in serie di Taylor:

(2.1) #(2) = ichz"

in un intorno circolare I, con centro nell’origine, contenente il cerchio
unitario: 7: |z| = 1, oppure:

B) ¢(z) € H,.

Consideriamo funzioni peso del tipo:

(2.2) w(z) ‘= .?%_). = Z chzh-l ,

h=0

e, conseguentemente, il seguente prodotto scalare non hermitiano (si noti
1’assenza del segno di conuiugio su Q(z)) in {1

(23) (P(),Q(2)) = g7z [ P)QEI(a) de.
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Sia:
(24) a=(1,z") = -271;; ./12"w(z) dz.

La successione {ca}aen, & nota come la successione dei momenti re-
lativa all’assegnata funzione peso.

Sara utile considerare la seguente decomposizione della funzione peso,
data dal teorema I:

(2.5) w(z) = w™I(z) + wI™=A(z) + ... + W(2).
Posto
( A-l =1
C € Cn
(2.6) 4
¢ ¢ Cn
A, = 1 2 +1 ,
. Ch Cn41 -+ C2n

supponiamo che risulti A, # 0 per ogni n € No.
Procedendo come di consueto, si trova che il sistema ortonormale
generato dalle potenze: 1,z,2%,..., & fornito dalle formule seguenti:

Co (51 Cn
Co G . Cn

(2.7) Po(2) = (Bnc1Ba)™ 2| i,

Ca-2 Cp-1 Can4l
1 zZ .. 2
(rn=0,2,...);
(2.7 Py(z) = A2
Se poniamo:
(2.8) Pu(2) = E a;.,,.z" ,

h=0
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i coefficienti o, sono legati ai momenti ¢, mediante il sistema:

agnCe + o + ... +

Qp nCn =0
2.9) ey + apc2 + ...+ Qpplapr = 0
g nCn + 03 nCnt1 + ... + Qp .nCan =0
Dalle (2.9) si ottiene subito:
An— 1/2
(2.10) Qpp i= K = ( A,,l) .
Si ha allora la seguente formula di ricorrenza:
(2°11) A,.p,.(z) = (z - Bn)Pn—l(z) - An—lp'l—Z(z) ’
_ (Aﬂ—zAn)’/2
An = An-l [
(2.12)
B = [ 2 ,(2)dul2), (ne ).
.

3 — Polinomi ortogonali di assegnata simmetria

Sia m € IN un intero positivo. Per ogni

keN:0<k<m-1,

consideriamo il sistema di polinomi ortogonali Pl¥}(2) rispetto al prodotto

scalare (2.3).

Si osservi che, per il teorema III, per ogni & si avra:

(PH(z), PF(2)) = a},— / PH(z2) PM(z)utm-2-1(2) dz,

ciod, per ogni k, nel calcolo del prodotto scalare sopra scritto interviene
solo la componente del peso w(z) che appartiene alla classe di simmetria

Q[m—?l'—l]:

- 1
wm-2-1() = - (w(2) + enprw(erz) + ... + €531 W(Em-12)) -

(s]
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Si osservi anche che il sitema dei polinomi P[¥}(z) si ottiene ortonor-
malizzando rispetto al peso wl™~2¥~1(2) il sistema dei monomi

2k, ML, PAtrm (r=0,1,2,...).

4 - Sviluppi in serie di polinomi simmetrici

Consideriamo una funzione f(z) verificante una delle ipotesi indicate
alla fine del paragrafo 1, e sia
m-—1
[(2)= ) M=)

k=0

la decomposizione di tale funzione secondo il Teorema I.
Per ogni fissato k (k=0,1,...,m—1) consideriamo il sistema { P[*](2)}
ortonormale rispetto alla componente wi™~?¥-1)(z) del peso w(z) e po-

niamo: ‘
a, = /f(z)P,("](z)w[""z""](z)dz.
T
E allora possibile dimostrare il seguente teorema di convergenza:
TeoREMA IV. Nelle ipotesi sopra ammesse se, inoltre, risulta V k

(k=0,1,...,m—1):

(4.1) i |ars| < +o00

=0
allora le serie
(4.2) 3" ar, PH(2) (k=0,1,...,m-1)
=0

convergono in LY, .\, qualunque sia p (0 < p < +o0), ciascuna verso la
corrispondente componente f¥(z), e risulta:

m—1 N
(4.3) A}l-!-‘:o / [f(z) - E ax, P’m(z)] w["‘—u-ll(z) dz=0.

k=0 =0
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DiM. E evidentemente sufficiente dimostrare la relazione di limite
relativa alle singole componenti:

(44 Jim /T [f["](z) z_ja,,Pl*l(z)]wlm-"-ll(z)dz-

in quanto, in virtl della diseguaglianza triangolare, dalla (4.4) si deduce
subito la (4.3).
Per dimostrare la (4.4) si procede come in [5). Posto:

fih(2) = E ax,. PH(z),

=M

si ha:

[E] IIP S E |as.|

=M

e quindi, in virta dell’ipotesi (4.1), anche la serie (4.2) verifica in Lw(,)
il criterio di convergenza di Cauchy. Poiché lo spazio L, & completo,
la serie (4.2) converge, nella norma dello spazio, a una funzione f l(2) €
L%y, per la quale risulta:

(45) Jim (17— fB, = 0.
Ma, per N > m, si ha:
/ S P (2)wlm-2-(2) dz =
= [ [ o0 PG| PRS0 ds =
Y La=0
Quindi la (4.4) sara dimostrata se si riesce a provare che:

(4.6) Jim / [ﬂ*l(z)— },’,‘J]P,(,fl(z)wlm-"-'l(z)dz=o
=/,
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Peraltro, la (4.6) deriva subito dalla (4.5), dalla diseguaglianza di Holder
(cfr. ad es. [6], p. 175):

| /7' [f"‘](z)— f!,',‘a] PEI(z)utm=2-1(3) 42| <

k
< 1™ = f5vllp 1PENpso-1y

e dal fatto che I'ultima norma & certo finita.
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