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Approximants de Padé “Homogénes” et Polynomes
Orthogonaux a Deux Variables

B. BENOUAHMANE

RiassunNTO - Vengono costruile le approssimanti di lipo-Padé “omogenee” in due
variabili scegliendo un arbiteric polinomio come generatore dell’approssimante. Viene
moaslrata esistenza di una nalurale connessione, come nel caso delle funzioni di una
variabile, tra la teoria dei polinomi orlogonali e le approsaimants di Padé “omogenee”
in due variabili, imponendo dclle condizioni supplemenlari ai polinomi generatori.

ABSTRACT - We construct homogeneous Padé-type approzimants in Lwo variables,
choosing an arbitrary polynomial as the generaling one of the approzimant. The ezis-
tence of a natural connection is shown, as the casc of one variable, between the theory
of orthogonal polynomials and homogenous Padé approzimanls in two varigbles with
selting supplementary condilions in the generaling polynomials.

Key Wonps — Formal serics in two variables - Padé-type *homogeneouos” ap-
prozimation in fwo variables - Orlhogonality conditions - “Homogeneous” Padé ap-
prozimation in two variables - Three-tcrms recurrcnce relations,
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1 — Introduction

Soit une série formelle f: IR — IR

=3 eal®
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Soit ¢ la fonctionnelle lindaire définie sur 1'espace vectoriel des polynomes
a une variable par:

e(z")=e¢,, n20
Soit V' un polynéme arbitraire de degré m.
L’approximant de type-Padé (m — 1/m), dont le polyndme générateur
est V, est donné {2] par:

=l

(m = 1/m); =

avec

V) =tmv(?)
W(t)=ec (V(I) = V(‘))

z-1
ou la fonctionnelle ¢ agit seulement sur la variable z.

W) =ttw(h)

et on a alors la propriété d’approximation

tm

V(z) )
y—(m-1fm);(i =-..——c(———-
1O~ = 1fmyy0) = e (75
SiV = P, oi P, eost le polyndme de degré m de la famille des poly-
nomes orthogonaux par rapport i ¢, c’cst-a-dire tels que: deg P, = m et
c(z' Pa(z)) = 0, pour tout i tel que: 0 < i < m — 1, alors

‘.‘:(':)c (”‘l'"l’(;)) - o(™™)

Dans ce cas "approximation est optimale et (m — 1/m), coincide avec
'approximant de Padé {m — 1/m];. (Voir [2]).

Le but de cet article est de construire les approximants de type-
Padé “homogénes” 3 deux variables en choisissant un polynéme arbi-
traire comme polynéme générateur de I'approximant, et de relier ensuite
d’une fagon naturelle, comme c’est le cas d'une variable, la théorie des

polynomes orthiogonaux aux approximants de Padé “homogtnes” a deux
variables.

J() = (m = 1/m),(1) =
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2 — Construction

Soit P I'espace vectoriel des polyndomes a deux variables sur C. Soit
J une série formelie & deux variables.

o0 o0

f(4,8) = 2 Zc,,_,_,t”"s' v Cp-gy €C

r=0 ¢=0

et ¢ la fonctionnelle linéaire définie sur P par:

¢ (zp-qu) = cr—m/(z) , 0<¢<p p20

. [P p!
ol = —
q) g!(p - ¢)!
On vérifie facilement le lemme suivant:

LEMME 2.1.

f(t,s) =c ("1—:;%'_?)

ou ¢ agil uniquement sur les variables z el y.

On considére un polyndme “homogéne” arbitraire de degré nm+m de la
forme:
m
Vn;m(zs y) = z: Cnm-l-m-i(y)zi
i=0
ol {nmim—-i(¥), 0 £ 1 < m sont des polyndmes arbitraires d'une variable
tels que: deg (amem-i =M+ m —1

m nm{m—i
Pour chaque V,.;,,.(z,y)=z ( z anm+m_;_5;;yi)z‘, on définit W(2, s)

i=0 i=0

(1] par:

W(t,s) = c (me(‘*’) = Vaim(z + ps, s))

t—(z+ys)
LEMME 2.2. W(¢,s) est un polynome dc degré nm+m—1 qui s*écrit:
nm+m=-1 N

"V(t, 8) = Z z dN_M;MtN_MSM

=nm M=0
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aveec
nm4m i
Au-ipt = D ) Oicjj CN-i-(M—j)M—j
i=znm j=0
DEMONSTRATION.

m fnmim=i
Vﬂ;m("")—Vﬂ‘.m(:'*'ys:‘s)'_'Z( z Bpmim—i-jfi )(‘ —(z+ya))

i=0 j=0

en divisant par { — (2 + ys) et en appliquant ¢ aux deux membres.
On obtient:

m nmym-—§ i-1 Pp

W(t,s) = Z Y D D AnmameinjiiCog U PeIte

j=0 p=0 ¢=0

En posant: J = nm + m — i on obtient:

nm4m—i [ nmém-1-1 p

W)= Y. Y, > Ea;_,,c,, i st A

I=nm j=0 p=0 =0

d’oit le résultat en faisant le changement de variable: N =1I+p M =
§+ g et avec la convention que tous les ¢;; avec i ou j strictement négatif
sont nuls. 0]

Pour n € IN, on définit les fonctionnelles linéarires ¢~ %)(i = 0,...,n)
et c(®% "+ par:

n L
pn=(i+q), ite ;
i)c(:r v ) , 0<i<n

£n-i) (:p-qu) = (
et
r (P ~q+ 1)
qg—n+1
c(zPty ") 5 g—n+4+120

(Ot (P1yt) = (p)
q

0 si g—n+1<0
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On pose:
Wn;m(‘: 3) = I71'1;11-a(tr*'3)' Z c((ﬂ + y’)P) +
p=0
n-m+1 —_
+ E tn-m-{-l-l'sl'W(n—m+1—(,[)(t’3)
i=0
avec

Vam(t,8) = "™V, (672, 671s)

W("-”H'l-f:!')(t 8) = c(n-m-l-l—i;i) (Vn;m(tvg) - Vn;m(l' + y"!"))
’ t-(z4ys)

W(n—m+1-|’;|’)(‘,3) — ‘nm+m—lw(n-m+l-i;i) (t-l.,t-l.a)

avec la convention que }E c({zt+ ys)P) = 0,si n —m < 0 et c(P-mH1-id)
p=0

: . . W.m(t

identiquement nulsin—-m+1 < 0eti#n-m+ 1. r/u.m((t ,-5)) os
n,m ,5

une fraction rationnelle dont le numérateur et le dénominateur sont de

degrés respectifs nm 4+ n et nm 4+ m et dont le développement en série
par rapport a { et s coincide avec celui de f(t,s) jusqu'a ['ordre nm + n
nm+n
compris, soit: Y c¢((zt+ ys)P).
p=0
On la note: (n/m),(t, 5).
On a alors,

Vom(t,8) - f(1,8) = Wom(t,8) = O (*™*"+1)  (voir [1])

Avec la convention que pour tout T, ¢[(z + yT)¥] =0 pour N < 0,0n a
le lemme suivant:

LEMME 2.3.

N
S dvoaart™ MM = N (z 4 7)Y (o s )
M=0
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avec o
dn_arm = Z zai—j;j ‘CN—i-(M=j)yM—j
fi=nm j=0
DEMONSTRATION.
N o [(:r + yt—-ls)ﬂ-(nerm) Vi (z + 9t 1s, i—ls)] -
nmim § N—i .
=" Y, Yage(E+ya) ) () =
i=nm j=0
min(N.nm+m) 1
= a._ c N-—t—lyl) tN—j-IJ"'-
L pe (")

On pose: j+ ¢ = M. Lexpression précédente devient:

min(N.am4m} | —§—3
I (o e g
i=jij M—j v

i=nm M=j

Avec la convention: ¢;; = 0'si ¢ < 0 ou 5 < 0, I’égalité devient:

e [(I + yt—ls)N-(nm-{-m) . Vn;m (:l: + yt"s, 1_13)] —
nm+m i . M

Z E“t-ﬂ E CN-:-(M_,)M..,i

i=nm j=0 M=0

D'oii le résultat.

On a alors le théoreme suivant qui est essenliel pour la suite.
THEOREME 1.1.
Vaim(t,8) - S(1,8) = Woim(1,5) =

.....tl'lm+m+1c (.’B + yl—ls)ﬂ‘ﬂ—m - Vn:m (3: + yt‘ISs t—ls)
- 1-zt—ys
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DEMONSTRATION.
- nm+m i .
Vn;m(t, 8) = Z Zai_i’;jt._‘,s’
i=nm j=0

et

nm4m i o k

Vaim(t, 8) - f(1,8) = Y 3 E Eal._,.;j =) i H

i=nm j=0 k=0 i=0
En faisant le changement de variable i+ k = N et j+1 = M, on obtient:

oo N pm+m i

Vam(t,8)- S(6,8) = 30 30 D D gy en-i-qu-pne-stt M M

N=nm M=0 i=am ;=0

D'autre part la séric f(t,s) admet un seul approximant de type-Padé
(n/m); ayant pour dénominateur V,.4(?, s).
Ainsi on obtient:

o0 N
ﬁn;m(‘:")'[(il‘s)z Z sz-M;MtN—MSM

N=nm A=0
—_ nm4n N
Woim(t,8) = E Z dy—prat™ M M
N=nm M=0
avec _
nm4m &
dyosrt = Y D Gicjy * CN—i(M=i):M—j
i=nm j=0
et finalement il suffit d'utiliser le lemme 2.3 pour conclure. 0

Le polyndome V,., dépend de nm(m + 1) + m(m + 3)/2 constantes
arbitraires.
Puisque (n/m), reste invariant par multiplication de V,,..m par un scalaire
non nul, I’approximant dépend donc de nm(m + 1} + (m(m + 3)/2) -1
constantes arbilraircs.

Certaines de ces constantes peuvent étre déterminées en imposant 3
Va.m les conditions d'orthogonalité suivantes:

ez +ut )™ T Vo (497 s, s) =0 V0, Vs
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Pour N=0,...,i-1<m-1
Les constantes restantes sont fixées d’une maniére arbitraire.
Par construction on a:

f(t:") - (n/m),(t,s) =

grmimiiH T L yg=tg) o, Von (z + 3171, t“s)] _
== ¢ . =
Vom(ty 8) 1-zt—ys

=0 (tnm+n+l+!)

Lorsque I = m, V,,,, est entierement déterminé par les conditions d’.or-
thogonalité, puisque les coefficients a;; sont obtenus comme solution
d’un systéme linéaire de nm(m + 1) + (m(m + 3)/2) — 1 équations et
nm(m + 1) 4+ (m(m + 3)/2) inconnues.

Dans ce cas 'approximant est optimale et (n/m), coincide avec ’ap-
proximant de Padé “homogéne” [n/m)];.
On choisira donc V,,, tel que:

c [(: + yt—l‘,)nﬂ-m{»N ) Vn;m (I + yt"s,t"s)] =0 Vi _.’(: 0 , Va

Pour N=0,...,m-1 .
Si on pose: v=t"ls, u =z 4 yv, alors on voit'quc 'on se raméne a des
conditions sur une variable.
Notations:
F: 'ensemble des fractions rationnelles

1+ (fom. e r,nzo)

3 - Polynémes orthogonaux

DEFINITION 3.1, On commence par définir une fonctionnelle linéaire
T sur Il par:

P
INu*) = Zc,,_mv' , PEN

¢=0
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Les conditions d’orthogonalité se traduisent ici par:
rn+1-m) (W' Vim(x,v)) =0, Yo

Pouri=0,...,m—-1
ott la fonctionnelle I'*+'~™) n’agit que sur la variable u et est définie par:

1+
IOW) =T (") = Z:CH.'-:"J”"

i=t

REMARQUE: On voit que le probléme d'approximation de Padé “ho-
mogéne” i deux variables se formule comme un probleme d’approxima-
tion de Padé a une variable, saul que les coefficients dépendent ici du
parameétre v.

On cherche les polyndmes V.., n + 1 — m > 0 de la forme:

Voim(¥,v) = i;fnmm-s(v)u‘

ol {am4m-i; 0 €1 < nm+m est un polynéme en v de degré nm + m, tels
que les V,., soient orthogonaux par rapport 4 la fonctionnelle [("+1=m),
c’est-a-dire tels que: V., soit exactement de degré men u et

e+ =m (uNY, o (v,0)) =0, VYo

pour N=0,...,.m -1
. L, nm4+m-i . . .
Si on écrit (amem-i(V}) = 2.  Gnmim-i-j;j¥, on obtient le systéme
Jj=0
linéaire suivant:

i=0 =0

m nm4m—i ) i+N
Z Z Crmtm-i-jy? | - (E ﬂi+~-:;rt") =0,Vv
i=0

Pour N=10,...,m—1
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On note C;; la matrice suivante de taille (i+ j +1) X (7 + 1)

{ CJ;D \
Ci-1;1
C,';g
Ci-_i =
Coy Ci-131
\ Co;i J

On note A; le vecteur de €:

( ni;D \

2i-1a

(3

\ ag; )

On obtient alors les coefficients (g;.;,;),0 < j < i nm £ i< nm+m
comme solution du systéme linéaire suivant:

[ Awm

A,
Cm;nm Cm._l;nm-l-l £ = cﬂ;nm-l-m '.n+l

Cm-l-l;nm Cm;nm-i-l et Cl;nm+m

CZm-I;nm C!m-!;um-}-l e Cm-l;nm+m

\ Anm-}-m /
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Il faut maintenant chercher des conditions pour que ce systéme linéaire
ait une solution.

4 — Existence des polynémes orthogonaux-déterminants poly-
némiaux de Hankel

DEFINITION 4.1. On appelle déierminants polynémiauz de Hankel,
les déterminantls définis par:

HM [ea(v)] =1, n>0

ea(v)  Cngal®) ¢ v Capr-a(D)
C'H‘l(v) cn+2(”) T cn-l-k(v)

HP [ealo)=| S T [iezo k21
Eatk-1(V) Cnsi(V) -+ 0 ¢ Cayar=o(V)

ott ¢;(v) = _Zoc,-_,-u-v’
i=

On a: deg H_,E") [ca®)]=(n+k-1)-k

Examinons maintenant le choix de {,,(v).
Puisqu'il faut que V,.m soit exactement de degré m en u, un choix serait

de prendre
Cam(?) = Hs(:“_m) [CnH—m(”)]

et de supposer que /M+1-™) ¢, 1 (0)] est différent de zéro.

L’intéret de ce choix est que, non sculement on sait calculer les dé-
terminanis polynéomiaux de Ilankel par un algorithme classique, mais on
peut retrouver tous les résultats démontrés pour le probléme d’approxi-
mation de Padé a une variable dés que v = 0.

Le théorére suivant est fondamental pour la suite.

THEOREME 4.1. (d’unicité) Soit V,, € P ot m est son degré en u.
Si HYY, [ea(v)) # 0 el si Vo vérifie: T (4'Vin(4,9)) = 0, 0 < i < m,
alors V,, = .
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DEMONSTRATION.
m n;

On écrit: Vip(u,v) = Z (Za,‘,’)v’) v, n; €N
j=0 \p=0

m o nti+j .
On a: Z (Zaf;)v”) ( 2 °n+f+j-q;¢”') =0,Vv,0<t<m
g=0

Jj=0 \p=0
On pose: N =max(n;,0 < j <m)
e

af?

\as;n)

a!=0,n<ISN 0Lj<m

avec

Avec cette notation, le systéme linéaire a résoudre se réécrit comme N 41

systemes linéaires de méme matrice:

Cao Cat10 o Cn+m;0
Cn+i;0 cn+2;ﬂ - ' * ¢ Cn+m+1;0 . Ej _
Cn.'.m;o Cﬂ+m+l.o - ) ‘ - cn+2m,0

0 sifj=0

L; pour tout j tel que: 1 < isN

PR W - . . . .
avec le second membre [; qui $'écrit comme combinaison linéaire matri-

celle de E,, £,,..., E;.y.
La matrice de ces systemes linéaires est une matrice de Hankel dont

le déterminant }f,(,:'ll [¢4(0)] est non nul par hypothése.
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Le premier systéme linéaire étant homogéne, notre résultat est démontré
immédiatement.

THEOREME 4.2. Avec le choix précédent, si HI"V1 =™ {cpy1-m(0)] #
0, alors V., vérifiant les conditions d’orthogonalité, existe et est unigue.

DEMONSTRATION,
Vam, 8'il existe, est unique d’aprés le théoréme précédent
.Vo.m 8'exprime sous forme du déterminart suivant:

Cas1-m(¥) Cag2-m(v) - - - - cape(V)

Cni2-m(¥) Cnsaem(v) - - -+ Cnpa(v)
Vam(n,2) =

() can(t) - Casm(t)

1 U Coee u™

Ce déterminant est un polyndme qui peut s'écrire sous la forme:

S Camimi(0)

=0

ot (pmam-i(v), 0 € 1 < am + m est un polynéme de degré nm+m—1iet
Cam(v) = HEH ™ [eaps-m(v))- .

D'autre part, en multipliant V,, ,, par ¢* et en appliquant la fonction-
nelle I'®*+1=m)deux lignes du déterminant obtenu sont identiques pour
i=0,...,m~-1
Dol le résultat annoncé.

On voit immédiatement que P+ -™} (y™V, ) = H,S::‘,l-'m) [eas1-m(V)]-
Par combinaison lindaire des relations d’orthogonalité, on oblient:

I (VoimmVasmim) =0, Ym#Em' n4120

On note;
Fn={vn+m;mvm20} ﬂ?-—l

On va montrer que F, vérifie une relation de récurrence 3 troix termes.
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Pour n > -1 fixé, on suppose dans toute la suite que H,E,";"l” [ensa(2)] #

0VYm.
On dit alors que I*t!) est défini.

5 - Relation de récurrence

On montre d'abord que les polynémes V, m.n, 7 > 0 sont linéaire-
ment indépendants.

THEOREME 5.1. Si I**1) est défini, alors Viyymm, m > 0 sont
linéairement indépendants.

DéMONSTnAfION. On suppose qu'il existe (o(v), {1(v), ... tels que:
G)Vao(u0) + G(0)WVasin(u,v) +...=0Vu, Vo
alorsVk > 0 on a:
G(UILED (4 Vo) + Co)THD) (whVp00) +. ..
GO (Vo paa) + G (T (W Vo pig141) --- =0
D’aprés les relations d’orthogonalité on a:
(T (1t V) + G (0T (@b V1) +. o+ G ()T (0 V) =0

Si k =0, alors G(v)I" D (V, ) = 0. Cela implique: {o(v) = O puisque
[+ (V,0) # 0.

Sik = 1, alors Go(v)T(" N (uV, o) + ¢ (v)THD (uV, 11,4) = 0, Co(v) = O
et PO+ (uV), 1) # 0 puisque ["+1) ost défini, done ¢ (v) = O.

Faire ]a démonstration par récurrence,

THEOREME 5.2. La suite {Voimm},,5o vérifie la relation de récur-
rence suivanfe; -

Vasmstimsr (1, v) =0£:-:ll)(v) : [(" - ﬁﬁ?f:”(v)) * Vagmm (4, 2)

- 71(::10(”) Vaam=1;m-1(t, v)] m20
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avec
|
(n+l)(v) (n+1) ) f:-{j-])[cn+l v)]

am m
H T T A e (0)]

n+l F(n“)( vimim (¥ ))
ﬁr(rﬂ-l )( )= T(n+) (V2 +: m (¥, )

et les condilions tniliales:

V,._I;_l(u,u) =0 Vﬂ;u(u, v) =1

DEMONSTRATION. D’aprés le théoréme précédent, le polyndome u
Viymm(t,?) s’exprime de fagon unique en fonction de V4.i:(u,v), 0 <
t<m+1

m+l
uV,,.,.,,.;m(u, ‘U) = z nls_n-l-l}(v) . Vn-l-j'j(uav), ﬂ("+l) €F
j=0

En multipliant par V,,.; et er appliquant T+ aux deux membres de
cette égalité, on obtient:

m+1l
T (Vi - Vagmim) = 3 750 (0) - TOFD (Vi (u, 0)Vasis (4, 0)

j=0

Pouri =0,...,m — 2 on a: I (V_ .i(u, 2)V,ymm(,2)) = 0
On obtient du fait des conditions d’orthogonalité:

7™(v) =0, Vv 0<j<m-2
Lorsque { = m ~ 1 on oblient:

I“"‘“)(uV +m=1m=1" Vn+m m)
T+ (V21 (2,0))

n(ﬂ-l-l)(v) —

m—1

Lorsque i = m on oblicnt:

r\(n+1)( 1;2 m(u '!)))
L+ (V2 (1, )

(n+l)(,,)
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{16)

Lorsque £ = m + 1 on abtient:

(n+1 T (uVoim—tim-1 Yatme1me1)

7 ) (v) = T D (V2 oy 1ot (1 0))
D’autre part, V,,4m;m s’écrit:
Vigmom (1, 9) = HE [ep(v)]u™ + ...
Par conséquent:

11("+1l)(0) — ]Ir(r'::ll) [Cn+1(l’)]
" HE*Y [ena(v)]

d’ot le résultat.

Pour chaque n > —1, on a unc relation de récurrence fournissant les
approximants de Padé “homogénes” [n+m/m], m > 0 et qui correspond

3 la » + lome diagonale supéricure de la table de Padé “homogene™:

0 0 0 - - =

o fo/0) f1/o} - - -

o [o/1} (1/1] /1] - - -
o [o/2] (1/2] (2/2] (3/2)
| [o/3) (/3] [2/3] [3/3]
[ (/4 [2/4) B4 - - -
! I | |

I | | |

|
i
|

Les autres approximants de la table peuvent étre oblenus en utilisant la

relation (voir [3)):

(Infm + 1] = [n/m]) + ([n/m — 1) — [n/m])"" =
=(ln=1m] - [n/m])"" + ([n - 1/m] — [n/m])™
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avec

[-1/m]=0, [s/-1]=

[»/0] = Zc((zt + ys)f) et [0/m] = l/E Zd,._" P11

=0 ¢=0

© P
oit la série Z Zd,_,;,t’“'s' est telle que:
p=0 ¢=0

p=0 ¢=0 p=0 ¢=0

ou on peut utiliser les relations en escalier (cf thése i paraitre).
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