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Stima dello Spettro di un Rivestimento
Riemanniano Tramite lo Spettro della Base

M. BORDONI(®)

RIASSUNTO - Sia M una varicld riemanniana connessa compalla senza bordo
e M = M |G, essendo G un gruppo ﬁmlo che agisce libcramente e propriamente
per isomelrie su M. Il fibrato vettoriale M xc L*(G) su M si spezza in sollofibrali
M xc L*(G), ove L?(G) sono le componenti irriducibili di L?(G). Si oltiene da cié
una slima di N;7(A) tramite Np(2) (Num(R) denola il numero degli autovalori dell’o-
peralore di Laplace-Bellrami Ap che sone minori di A). Si da anche un esempio di
varictd collassanti M, e M,, per le quali Ay (57,) converge a zero ¢ A (M,) tende ad un
valore strellamente posilivo per ¢ che lende a zero.

ABSTRACT - Let M be a Riemannian connected compact manifold withoul boun-
dary and M = M/G with G a finilc group acling [reely and properly by isometrics on
M. The vector fiber bundle M xg L*(G) on M splits into subbundles M xc L}(G),
where L?(G) are the irreducibles of L*(G). From this, an estimate of N5(A) by Num(A)
is obtained (Nag()) denoles the number of the cigenvalucs of the Laplace-Beltrami ope-
rolor Ay which are less o/ A). It is also given an crample of collapsing manifolds
M. and M., Jor vhich AI(M.) converges to zero and A\ (M.) does lo a strictly posilive
quanlily as ¢ goes Lo 0.

Key Wombps - Laplacian - Riemannian covering - Collapsing manifolds.
A.M.S. CLassIFICATION: 53C42 - 58G2S - 58C40

1 - Introduzione

1.1 Sia Ay l'operalore di Laplace-Belirami su una data varietd rie-

(*)Lavoro finanziato con fondi del M.U.RS.T.
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manniana X (connessa compatta e senza bordo) e Spec Ax = {Xi(X)},
1=0,1,...,il suo spettro, ciascun autovalore essendo ripctuto un numero
di volte pari alla propria molteplicita. La funzione di contaggio Nx(A) &
la funzione che per ogni A € R da il numero dei A;(.X') che sono minori
di A.

Lo scopo di questo lavoro & dare una stima, per un rivestimento
riemanniano ad k fogli M — M, di N(A) tramite Np(A). Precisa-
mente, data la varietd riemanniana M, sia G un gruppo finilo di cardi-
nalita h che agisce liberamente e propriamente per isomelrie su M, esia
M = M /G dotata dell’unica metrica riemanniana per la quale la proie-
zione 7: M — M & un rivestimento riemanniano.

Decomposto L?(G) = {f: G — R} in componenti ortogonali irridu-
cibili:

k
(1) L*(G) = @D L¥(G),
i=0
il risultato cui si perviene ¢ la stima data nel Teorema 2, sczione 3:
£
@ N\ < NN+ 3 [Nar(Clhi ) M (hi + g = 1) - 1]
i=1
ove h; = dim L}(G) e C(h,q) & data, per h ¢ q interi positivi, da

g-1 1

(3) Clh,q) = Wh+)htq) T BR+IN

La (2) migliora una precedente stima data dall’autore in [3] c si estende, in
ba.sg_ad un principio generale enunciato sempre in [3)], ad ogni applicazione
x: M — M che sia un rivestimento riemanniano ad h fogli regolare al di
fuori di un sottoinsieme di M chiuso e di capacita nulla.

L'idea della dimostrazione della (2) ¢ la seguente: 51 considera (se-
zione 2) il fibrato vettoriale riemanniano £ —s M, £ = M xg c L*(G) (cfr.
(5}, vol. 1), e lo si decompone (sezione 3) in sottofibrati £; = M x¢ L}(G),
i=0,1,...,k, in accordo con la decomposizione (1). A ciascun L; si ap-
plica la stima tramite N ()) della funzione di contaggio del laplaciano
bruto del fibrato stabilita da S. GaLLoT e D. MEvER (v. [4], prop. 5)
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nella versione datane in [3]. Si conclude dimostrando (sezione 3) che lo
spettro di A coincide con I'unione disgiunta degli spettri dei suddetti
laplaciani bruti.

1.2 Osserviamo infine che una conseguenza della (2) & che per
t=1,2,...siha:

Mir-1(M) 2 C(h, Q\(M),
che per i = ¢ =1 diviene:
(4) M(M) > C(h, )N (M).

E naturale allora chicdersi se sussista una diseguaglianza analoga per
A1(M) in luogo di A(M): la risposta & no, come mostriamo nella sezione
4 dando un esempio analogo all’altere di Calabi-Cheeger (cfr. [2], p. 188),
di un rivestimento riemanniano a 2 fogli M, di M, (e varicta dipendono
da un parametro €) per il quale risulta, al collassarc delle varicta per
€ — 0, limA\(M,) = 0, mentre C. ANNE ha dimostrato in [1] che
lim A)(M‘) > 0.

2~ 1l fibrato L — M

2.1. Indichiamo con Cg’ (M x G) lo spazio delle funzioni reali diffe-
renziabili G-invarianti su M X G: questo spazio si identifica con C°°(M)
tramite l'isomorfismo canonico che a ¢ € C°°(M ) fa corrispondere

& € C2(M x G) definita da

(5) $(z,9) = ¢(g”')

e che viceversa associa a $ la ¢ definita da ¢(z) = ®(z,e), essendo e
I’elemento neutro di G.

Sia L?(G) lo spazio vettoriale reale, di dimensione uguale alla cardi-
nalitd h di G, delle funzioni reali su G, dotato del prodotto scalare

(6) (o ey = 2 [(9)falak

€G
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G agisce per isometrie su L3(G), 7/ essendo definita, per v € G, da

(1/)9) = f(r7'9)-

L'azione diagonale di G su M x L¥(G) da, per passaggio al quoziente, lo
spazio L = M X L*(G) che & un fibrato vettoriale riemanniano su M di
fibra-tipo L*(G) (cfr. [5], vol. I). Le sezioni differenziabili di questo fi-
brato si identificano in maniera naturale con le funzioni di C®(M xG). In
definitiva, indicando con C°(M, L) lo spazio delle sezioni diflerenziabili
del fibrato £L — M, abbiamo:

OssERVAZIONE 1. Gli spazi C*(M),C2(M x G),C=(M,L) sono

canonicamente isomorfi.

In base a (5), (6), il prodotto scalare puntuale di due sezioni &
espresso, per b € M e z € x-!(b), da:

(1(0),32(6)) = Y _ ®1(,9)®s(z,9) = Y. év)eay),

1€G yer—1(d)

avendo indicato con &,,8, € C2(M x G) e ¢,,¢, € C=(M) gli elementi
corrispondenti alle sezioni s,,s, € C®(M, ().

2.2. Indichiamo, per & € CP(M x G), con d'® il differenziale di @ ri-
spetto alla prima variabile; detta ¢ la funzione di C®(A/) corrispondente
a , abbiamo cioé per la (5):

(7) (d'®)(z,9) = (dp 0 dg™")(2),
da cui

Prorosizione 1. Se Z ¢ un campo differcnziabile di vettori
G-invariante su M ¢ & € CZ(M x G), allora 9 € CF (M x G).

Dim. Risulta infatti, per la (7) e l'invarianza di Z:
(8) (d52)(z,9) = ((dg)(g™'2))(Z) = (Z4)(g™')
e quindi, qualunque sia y € G:
(d2)(vz,79) = (Z8)((19)"\(v2)) = (d59)(z.9).
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Possiamo quindi porre:

DEFINIZIONE 1. Sia Z un campo differenziabile di veltori su M e sia
Z il campo (G-invariante) sollevato orizzontale di Z su M. Si definisce
una connessione D agente sulle sezioni s del fibralo L — M poncndo,
perbe M ez e x'(b):

(9) (Dz8)(b) = (d}%)(z,9),
ove § € C&"(ﬁ X G) é la corrispondente di s € C*(M, ).

La connessione D & compatibile con la metrica del fibrato L — M,
come subito si verifica.

3 - La decomposizione di L?(M) e la stima spettrale

3.1. Indichiamo con L*(M, L) il completamento di C*=( A, L) rispetto
alla norma

el = | (o(8),a(8ab,

ove db & ]a misura canonica indotta su M dalla metrica.
Se ¢ € C*(M) ¢ la funzione corrispondente, a norma dell’Oss. 1,
alla sezione s € C*(M, L), si ha per il Teorema di Fubini (v. anche (5)

e (6)):
(10) ”3"3.’(1“.1:) = "¢"i:(;i)
quindi:

PROPOSIZIONE 2.  Gli spazi di Hilbert L2(M), L*(M, L) sono iso-
metrici.

Detto poi H'(M,L) il completamento di C*®(A, L) rispetto alla
norma

||-’||31!(M.c) = ||~’||i?(u,c) + "Ds“iﬁ(u.c) ,
abbiamo anche:

ProposIZIONE 3. Lo spazio di Hilbert H'(M, L) ¢é isometrico al
primo spazio di Sobolev H'(Af).
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Dim. Le (6), (9) e (8) danno, per un qualsiasi campo differenziabile
di vettori Z su M, di cui Z @il sollevato orizzontale su M:

(DsX0 Dz}t = T [@hoNm0)] = 3 [ZoNw)]
9€ yer—1(s)
e quindi

D)BE= Y Id)w).

veEr=1(h)
Integrando su un dominio fondamentale del rivestimento si ha, per il
Teorema di Fubini:

(11) 1 DslIz2ur.cy = ||d¢||::(;,')-
0

Per il principio del minimax, lo spettro di Aj; coincide con quello
della forma quadratica ||d¢||?, (i S H'(M) ed, analogamente, lo spettro
del laplaciano bruto A. = D° D del fibrato £ — M coincide con quello
della forma quadratica ||Ds|Zz(p ¢ su H'(M, L) (cfr. [4]). Per (10) e

(11) concludiamo allora che:

TEOREMA 1. Lo spetiro dell’operatore di Laplace-Beltrami Ay
coincide con quello del laplaciano bruto A; del fibrato L — M.

3.2. La decomposizione (1) di L*G) in componenti ortogonali irri-
ducibili: \
L*(G) = D Li(G),
i=0
k
di dimensioni rispettivamente h; con ¥ h; = A, induce una decomposi-
i=0
zione di £ — M in sottofibrati £; — M, di fibra-tipo L}(G):
k
L= @ﬁ.‘, E: MXaL (G),
i=0
corrispondentemente, lo spazio L?(M, L) si decompone in una somma
L
diretta di sottospazi L*(M,L)-ortogonali, L*(M,L) = @ L*(M, L;)-
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Poiché s; € C®(M,L;) implica (cfr. (9)) Dzs; € C®(M,L;) qua-
lunque sia il campo differenziabile di vettori Z su M, anche H'(M, L)
si decompone in una somma diretta di sottospazi H'(Af,L)-ortogonali,

H\(M, L) = ﬁf%H‘(M,E;).

_Il laplaciano bruto Z,;.. del fibrato £; — M coincide con la restrizione
di A, alle sezioni di C=(M,L;). In definitiva abbiamo percio che

k
(12) SpecA. = U SpecAc, .

3.3. La decomposizione (1) di L?(G) induce, tramite l'isomorfismo
dell’Oss. 1 ed in base alle Prop. 2,3, una decomposizione di L*(M) e di
H'(M) in componenti ortogonali G-invarianti:

L(M) = éL.?(ﬁ?), H'\(M) = €B H}(AT).
i=0

i=0

Per esempio, ad L3(G) = {funzioni costanti su G} corrisponde lo spazio
Lg(Ef) delle funzioni costanti sulle fibre del rivestimento, che si identifica
a sua volta con L}(M).

Poiché G agisce su M per isometrie, i sottospazi di queste decompo-
sizioni sono A ;-invarianti, sicché otteniamo:

k
~ = SpecAMUUSpecA~

!
SpecAy = iL=J°Spec Bii L2(M) MILf(ii)'

ist
Abbiamo allora la stima (2):

TEOREMA 2. Per ogni inlero positivo g risulla

k
Ng() S Nu(N) + 3 [Nu(Clhis ) ' A)(hi + ¢ - 1) = 1]

i=1

essendo C data da (3).
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DiM. La dimostrazione si ottiene direttamente dal Teorema 1 e dalla
(12). Precisamente, le stesse considerazioni del Teorema 1 danno che
lo spettro di Aﬁh?(ﬁ) coincide con quello del Laplaciano bruto Ag,.

Abbiamo quindi
k
Ng(X) = Nu(N) + ENKL'(,\).
i=1

La conclusione segue allora applicando al fibrato £; — M la Prop. § di
[4] nella versione data in [3], secondo la quale si ha

Nz, (3 < Nu(Clbya) " N)(hi+ - 1) - 1,

essendo h; = dim L?(G). 0

4 — Un esempio

Escindiamo da una sfera unitaria $” due dischi diametralinente op-
posti di raggio ¢ ed incolliamovi un cilindro Z(¢) = §"~'(¢) x [0, L] di
raggio ¢ e lunghezza L, arrotondando gli angoli in modo da ottenere una
varieta n-dimensionale M,, diflcomorfa a §*~! x §', la cui metrica com-
porta un rigonfiamento (ved. ad es. come si fa in [2], p. 188). La varieta
M, ottenuta con lo stesso metodo, collegando due sfere S§7,S57 privata
ciascuna di due dischetti Dy, D} e D,, D, risp., con due cilindri Z;, Z, di
egual raggio ¢ e lunghezza L, & ancora diffeomorfa a $"~! x §!, ma la
metrica comporta due rigonfiamenti.

D
.
.
.
.
O
o

~—

M,

Fig. 1
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L’applicazione §*~! x § — §*-! x §!

(z’eil)_.(z'eﬂl)

da un rivestimento riemanniano a due fogli x: M,—M,.
La funzione f: M, — R definita, per k # 0 costante arbitraria, da

sP\(DyuD}) SP\(D;uD) }
2k 2k
o =gt=% M, =-Tt+k 0<t<L

& di classe C! e di integrale nullo su M,. Si ha percid

) < M 11Za i < _2EPLVol S H(e)
= s, T 2 Vol(S"\{DuD'})

e quindi
lim M(M,) = 0.

Invece, per € — 0, il cilindro Z(¢) tende ad un filo Z(0) e si ha (cfr. [1]):
P_r.rs A(M,) = inf(A(S™), A2 (2(0)) > 0,
ove A7 (Z(0)) indica il primo autovalore dello spettro di Dirichlet di Z (0).
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