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Calcolo umbrale e sistemi ortonormali

B. GERMANO - P.E. RICCI®

RIASSUNTO — Vengono rivisti alcunt risultati classici sui sistemi di polinomi orto-
normali rispetto alla misura di Stieltjes, considerando l'isomorfismo tra lo spazio duale
P* dello spazio dei polinomi in wna variabile z e Ualgebra F delle serie di potenze
Jormali.

ABSTRACT — The isomorphism between the dual space P* of the space of polyno-
mials in o single variable = and the algebra F of the formal power series, is suitably
considered, in order to revisit several classical results on orthonormal systems of poly-
nomials associated with Slieltjes measures.

KEY WoORDS — Combinatorics graph theory - Orthogonal polynomials.
A.M.S. CLASSIFICATION: 05A15 - 33A65

-~ Introduzione

Il calcolo umbrale & stato introdotto da E.T. BELL in un significativo
lavoro (2], che risale agli inizi degli anni quaranta, ma una soddisfacente
sistemazione teorica & stata proposta solo in tempi recenti da G.C. ROTA
[16] e S.M. RoMAN - G.C. RoTa [15).

Una naturale applicazione del punto di vista introdotto da G.C. Rota
si riconnette alla teoria classica dei polinomi ortogonali secondo F. RIESZ
[9]-[10] (cfr. anche: N.I. AKHIEZER [1], C. BREZINSKI [3], T.S. CHIHARA
[4]), A. GHizZETTI - A. OsstCInt (7]).

Infatti, I'isomorfismo tra 1'algebra P* dei funzionali lineari sullo spa-
zio dei polinomi in una variabile reale (0 complessa) e quella F delle serie

(*)Lavoro svelto nell’ambito del G.N.I.M. del C.N.R..
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di potenze formali, permette di mettere in evidenza le connessioni con la
trasformata di Laplace-Stieltjes, in alternativa al procedimento ordinaria-
mente seguito che si ricollega alla serie di Hamburger ed alla trasformata
di Stieltjes.

Ne nascono, in modo naturale, i problemi consistenti nello studiare le
perturbazioni dei sistemi di polinomi ortonormali, qualora la ¢-misura che
li genera venga alterata mediante la somma (0, pill in generale mediante
una combinazione lineare a coefficienti non negativi) oppure mediante
convoluzione, con una o pil misure.

A tale problematica & dedicato, ad esempio, il lavoro di V.B. UvAarov
(18].

Nei §§1 e 2 vengono richiamate, per comodita del lettore, le definizioni
e prime proprietd relative al calcolo umbrale ed ai sistemi di polinomi
ortonormali generati da una ¢-misura.

Nei §§3 e 4 vengono studiati i legami con la trasformata di Laplace-
Stieltjes e vengono determinate le funzioni generatrici corrispondenti ai
pest dei polinomi ortogonali classici.

Nel 85 si considerano gli effetti delle perturbazioni del sistema orto-
normale conseguenti alle pit semplici perturbazioni della ¢-misura.

1 - Richiami sul calcolo umbrale

Sia P l'algebra dei polinomi in una variabile reale {0 complessa) «.
Indichiamo con P* lo spazio vettoriale duale dei funzionali lineari su P.
Se ¢ € P* poniamo

(1.1) a=c(z) (k=0,1,2,..)

e sia

n n
c(p(z)) =¢ (Z a;,m") = E BxCr
k=D k=0

il valore che il funzionale ¢ assume sul polinomio p(x).

I numeri reali ¢, sono detti momenti del funzionale c.

Per ogni intero k > 0, consideriamo il particolare funzionale lineare
D che associa ad ogni polinomio p(x) € P il valore della sua derivata
k-esima calcolata nell’origine:
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(1.2) D (2*) = hig,

(8n,x = delta di Kronecker).
E ben noto (cfr. ad es. {15)) che ogni funzionale lineare ¢ € P* pud
essere rappresentato nella forma:

(1.3) c= E::kllér)'

k=0

La formula (1.3} mette in luce 'isomorfismo tra lo spazio vettoriale
P* e lospazio F delle serie di potenze formali in una variabile. Nel seguito
indicheremo tale variabile con —z, intendendole generalmente come una
variabile complessa.

Al funzionale lineare ¢ resta allora biunivocamente associata la serie
di potenze formale:

Py &
{—1)%c ®
(1.4) Cc— ;,E=o Tz

OSSERVAZIONE 1. In generale allo sviluppo in serie di potenze (1.4)
non & possibile associare alcuna funzione della variabile complessa z. In-
fatti, fino ad ora, non & stata fatta alcuna ipotesi sul raggio di convergenza,
di tale serie,

Nel seguito dedicheremo particolare attenzione al caso in cui il raggio
di convergenza R sia diverso da zero. In tal caso, se poniamo, per |z| < R:

(15) fey o= 3o EIFE A,

k=0

sl ha:

a = (-1)*D{ (f(2)) .

Di conseguenza, il funzionale lineare ¢ pud essere esteso allo spazio
delle funzioni analitiche in un intorno dell’origine, nel modo seguente:

k2
16) ) =dn =5 EoP(rE) = 3 TS,

k—O k=0



220 B. GERMANO + P.E. RICGC1 4]

¢ quindi, per la (1.5}, si pud scrivere formalmente:

.7 o(fy=fle), (Fi=c).

Il menzionato isomorfismo permette di introdurre in P* vn predotto.
Infatti, poiché F & un algebra, anche lo spazio P* pud essere dotato di
una operazione di prodotto.

A tal fine & sufficiente porre:

1k _13h
Ct'yc-—rz( 1)' ckz*z( l)l R h
= k! pyurd h!
(1.8)
- b (_1)“ n n n
—g ol g 3 ChYn-n 2,
ciog, per la (1.3):
o0 1 n n (ﬂ}
(1.9) exy= E 3 Z b A Yn-aDg " -
n=0 """ K=0
Si ha allora:
X (k
(1.10) {cey) = E (h)c;.*n,_;. (k=0,1,2,..).
h=0

OsSERVAZIONE 2. La (1.10), con una caratteristica notazione um-
brale, viene di solito scritta nella forma:

(111) cxM=lc+7)*, (=1 =m).

L’algebra P* & chiamsta algebra umbrale. Di essa sono note svariate
applicazioni alla soluzione di diversi problemi, (cfr. ad es. [2], [6], (15,
[16]. [7)).

Per concludere questo paragrafo, osserviamo che se al funzionale li-
neare ¢ & associato lo sviluppo in serie di potenze (1.4), alla serie di
potenze ottenuta derivando termine a termine, corrisponde il funzionale
¢ i cui momenti sono dati da:

(112) C'(Ik) = Cigl = C(.'Ck'!.l) ¥ {k = 01 1:2! v ‘) .
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Ovviamente, se il raggio di convergenza della serie {1.4) & diverso da
zero, di modo che sussiste la (1.5), al funzionale lineare ¢ corrisponde la
funzione derivata f*:

d — f'(z).

Per tale motivo il funzionale ¢ pub essere chiamato funzionale deri-

vato del funzicnale c.

Ulteriori estensioni ed applicazioni delle formule citate in questo pa-
ragrafo si possono trovare negli articoli sopra menzionati.

2 — Richiami sui polinomi ortonormali rispetto ad una assegnata -
¢-misura

Nel seguito verrauno considerati unicamente i funzionali lineari ¢ €
Q" C P* che possono essere rappresentati nel seguente modo:

+oo b
1) clp(@) = [ pa)ig(z) = [ ple)db(a)

dove dg(z) & una assegnata ¢-misura generata sull’intervallo (¢, ) da una
funzione reale della variabile reale x, non decrescente, non costante, con
supporto (a,b) (cfr. ad es. (7, p. 86]). Supporremo che tutti i momenti
della misura siano finiti, cioé che risulti:

z* € L%(a,b), Vk=012,...).
Nel seguito ¢i riferiremo in modo particolare ai seguenti casi:
I) {a,b) = {0, +00)
1I) (a,) = (—00,+00).

Nel caso in cui il supporto {a,b) & limitato, ci si pud ricondurre ai
casi precedenti. Infatti, le formule che scriveremo continuano a valere se
si cambia (a,b) in {a’,¥) (&' < a; ¥ > b) e si prolunga ¢(z) in modo
opportuno (con valore costante) al di fuori dell’intervallo (a,b). Allo
stesso modo sarebbe possibile ricondurre il caso I} al caso II).
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OssSERVAZIONE 3. Quando si presentano due diverse ¢-misure, siano
per esempio ¢, (z), con supporto {a;,4), e ¢(z) con supporto (a3, bs),
¢ sempre possibile considerare una loro combinazione lineare o la convo-
luzione delle due misure, pur di considerare come insieme di definizione
della nuova misura l'intervallo (a, b):

a := min{a;, a2) ; b := max{a,, az}.

E noto che, nelle ipotesi sopra ammesse, alla successione dei momenti,
resta associato un sistema di polinomi ortonormali.
Si possono perd presentare due possibilita:

A) Se la funzione ¢(z) ha infiniti punti di crescenza, allora per ogni
intero n esiste un polinomio p,(z), di grado n, che appartiene al sistema
di polinomi ortonormali rispetto alla assegnata ¢-misura.

Pil precisamente, posto:

rA_l =1
e € ..v Cq

A, =0 @2 - G50, (nelN)

...................

~ €n Cng1 ... Opn

22)

perognin =0,1,2,..., risulta: A, > 0, ed il sistema ortonormale rimane
completamente definito dalle seguenti formule:

r P—l(z) =0 y
po (x)= 65”2 s
g Cn
{23) 1«
12 €1 €2 ... Cayl
Pa (z) = (An—lAn) ................... (n € ]N)
Cn-1 Can-1
L 1 =z z®

(2'4) Anpn(z) = (.‘L‘ - Bn)pn—l(z) - An—lpn-!(z) H
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1/2 L]
(2.5) A= Léﬁz—i‘)——— , B.= ja:pf,_l(x)dq&(:r) (neN).

Se si scrive:

n
(2.6) pa(z) = Z: C”ﬂ.-‘l:':lll )
h=0

& stata dimostrata (cfr. [12]-(13]) una relazione di ricorrenza per il cal-
colo dei A, in cui compaiono solamente po(z), pr(2), . . ., Pa—1(z). Allora,
Pna{x) pud essere ricavato dalle (2.5)-(2.6). Si ha inoltre:

(Ao =ca,
2.7 ] An=Bn [ ; z*"dg(z) — ;i;. ( i I“Pj(z)d¢(z))2 ] =
\ =4, [Czu -:g: (gﬂaj,hcnh‘a)z] ' (n € N).

B} Se la funzione ¢(z) ha solamente un numerv finito m, di punti di
crescenza, allora si ha:

Ar>0 (per n=0,1,...,.m—1); A, =0,

In tal caso, & possibile ottenere solo un numero finito di polinomi
ortonormali

{p“(x)}n=0.l.....m—l )

3 — Legami con la trasformata di Laplace-Stieltjes

Per l'isomorfismo sopra ricordato tra P* e F, quando il raggio di
convergenza della serie (1.5) & non nullo, & possibile collegare la ¢-misura
con la funzione gencratrice f(z).

Vale infatti il seguente
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TEOREMA 1. Sia ¢ € Q* i funzionale lineare definito delle (2.1)
rispetio ad un'assegnata ¢-misura. Se il raggio di convergenze della serie
di potenze (1.4) ¢é diverso da zero, allore la funzione analitica f(z) definita
della (1.5) é la trasformata di Laplace-Stieltjes della ¢-misura nel caso I)
¢ la trasformata bilatera di Laplace-Stieltjes nel caso II}:

f(z) = L[dg)] (caso I))
f(z) = L11]dd) (caso II)).

DiM. Sia C': |z] < R il cerchio di convergenza della serie (1.5). Per
ogni z € C e per ogni = € IR la serie esponenziale

i ("""'7:2)“c —x%
Prard k!

¢ uniformemente convergente nel cilindro C x R, e di conseguenza in
C x (a,b). Allora:

=f§ ”) dp(z )_je"‘d¢(x), (Rez > —R).

a

Ricordiamo che, nel caso I}, & nota una condizione necessaria ¢ suffi-
ciente affinché f(z) possa essere rappresentata nella forma:

]
(3.2) fz) = f e-**dg(z), (E=Rez> —R).

Infatti, per un teorema di S. BERNSTEIN (cfr. [17, pp. 154-157]),
f(z) pud scriversi nella forma (3.2) se e solo se la funzione f(§) & com-
pletamente monotona in (—R,+00), cioé, per definizione, se e solo se
risultano verificate le due condizioni:

) f(6) € C*(~R,+00)
i) (D@20 (k=0,1,2,..)
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(la definizione di completa monotonia in [—R, 400) richiede, in aggiunta
alle due condizioni i)-ii), che sia finito il limite: lin}“ F(&).
¢~-

OsSSERVAZIONE 4. Il Teorema I traduce, in un caso particolare no-
tevole, la nota relazione tra la serie di Hamburger e la trasformata di
Stieltjes. Il collegamento tra i due risultati si pud ottenere ricordando che
la trasformata di Stieltjes si ottiene iterando la trasformata di Laplace-
Stieltjes (cfr. [19, p. 125]), e tenendo conto della relazione tra la funzione
generatrice e la funzione generatrice esponenziale di una assegnata suc-
cessione (cfr. ad es. (14, p. 29]).

OSSERVAZIONE 5. Si osservi che nelle ipotesi del Teorema I il pro-
blema dei momenti risulta sempre determinato. Gli esempi di problema
dei momenti indeterminato (cfr. ad es. [7, p. 76 e pp. 91-92]) sono
collegati con ¢-misure non L-trasformabili.

4 — Determinazione delle funzioni analitiche f(z) corrispondenti
ai sistemi di polinomi ortogonali classici

Si pud osservare che, in corrispondenza ai polinomi ortogonali clas-
sici, & possibile determinare le funzioni analitiche f(2) e collegarle con la
trasformata ovvero la trasformata bilatera di Laplace dei corrispondenti
Desi, rispettivamente nel caso (a,b) = (0, +00) o (e, b) = (—o0, +00).

PoLINOMI DI LEGENDRE.
Si ha: p(x) = 1; (a,b) = (—1,1). La (3.2) diventa:

o 1 _,.]' _ 2isinkz
f(z)=fe dz = . et
-1

PoOLINOMI DI LAGUERRE.
8i ha: p(z) = e™%; (a,b) = (0,+00). La (3.2) diventa:

+ o0

+o00 +ea
f(z) = f e %e~ " dr = / e =+5) gy = [-
3 °

e—:( 1+ :)]

T+z2 o
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e quindi, per |z| < 1, si ha:

1

f(z =133

PoLiNOMI DI HERMITE,
Si ha: p(z) = e~="; (a,b) = (—00, +00). La (3.2) diventa:

+o0 +e
) = / eFe~rdr = j e'-rdg .

Poiché, come & noto:
+o0
F(ﬂ!) - j e~ z-i-iwxdx = \/Fe—w’{«l ,
-0

posto: w = ¢z, si ottiene:
+00

() = F(iz) = f R T

-

PoLinoMI DI LAGUERRE GENERALIZZATI.
Si ba: p(z) = e~"2%; (a, ) = (0, +00) (con & > —1). La (3.2) diventa:

*00 +a0
f(2) = /e—sxae-udz= fzae-z(u,)dz.
o

Dalla formula [8, p. 317 - 3.381 /4], si ottiene:

flz) = I(ax+1), (Re(1+2) > 0).

1
1+ z)o*t

Per a = 0, si ritrova V'espressione della f(z) relativa ai polinomi di

Laguerre,
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OsSERVAZIONE 6. Nel caso dei polinomi di Laguerre, di Hermite e
di Laguerre generalizzati, si pud facilmente osscrvare il legame, espresso
dal Teorema 1, tra la funzione analitica f(z) e la trasformata oppure la
trasformata bilatera di Laplace. Si ha infatti rispettivamente:

18) = = £[e~]
F(2) =vm et = L[e]

f(z) Mla+1) = L fe~"z%],

_ 1
_(1+Z)a+l
{a>-1LRe(l+2})>0).

PoLINOMI DI CHEBYSHEV DI PRIMA SPECIE.
Si ha: p(z) = (1 — %) 7"%; (a,b) = (~1,1). La (3.2) diventa:

e **dz = (posto : T = cost) =

0= [ ==
= f e"*%%!dt = (per [8, p. 482-3.915/3]) = /7 P(%)Io(z) =
0

= ﬂIg(Z) = ‘N.}a(iz) ’
dove Iy(2) & )a funzione di Besscl modificata di prima specie e Jo(iz) & la
funzione di Bessel di prima specie.
PoLiNOMI DI CHEBYSHEVY DI SECONDA SPECIE.
Si ha: p(z) = (1 - 22)V/%; (a,b) = (~1,1). La (3.2) diventa:

L]

1
f(z) = /\/1 — z2 ¢~ **dx = (posto : = cost) = [singte“"“'dt =

0
= (per [8, p. 482 -3.915/4]) = /7 = r( )Il(z)—

frI 1{2) J, zz)
-4 IZ
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PoLINOMI DI JACOBL
Siha: p(z) = (1-2)*(1+z)%; (8,8) = (-1,1) (con Rea—1; Re 8 > —1).
La (3.2) diventa:

1= [ (1= 2)°(1 + e d = (per 8, p. 320 - 3.384) =
-1

=2+ B(5 1 1 a+1)e* 1Ry (B+ 1 a+ B + 2 —22)
(Rea > —1;Ref > -1),

dove | Fy(8+1; &+ B+2; —2z) & la funzione ipergeometrica confluente di
Kummer:

WFB+Lie+B+2,-22)=

i (B+1)(6+2)...(6+n) (-22)"
fa+f+2(a+f+3)...(a+f+n+1) n!

5 — Sistemi ortonormali collegati con combinazioni lineari o con-
voluzioni di assegnate ¢-misure

Le precedenti considerazioni inducono a considerare i sistemi ortonor-
mali generati da combinazioni lineari a coefficienti positivi o da prodotti

di convoluzione di assegnate $-misure.
Siano ¢c™ € Q° (h = 1,2,...,m) dei funzionali che ammettono la

rappresentazione (2.1):

b
51 Pp(z)) = [ palitn(z)

e siano a, € R* (k= 1,2,...,m) delle costanti positive. Allora anche il
funzionale lineare

m
(5.2) c:=) ape™
h=1



[13) Caleslo umbrale e sistemi ortonormali 229

appartiene a Q* ed & associato alla ¢-misura:

(53) ¢ =Y an@, (eRh=12..,m)

hm=l

Ovviamente se almeno una delle funzioni ¢n(z) ha infiniti punti di
crescenza, allora anche la ¢(zx) ha infiniti punti di crescenza. Il sistema
ortonormale generato dai momentt

m
e = Ea,,cf') (Va, e RY k€ INy)
hwl
é quindi completamente delerminato.

EseMPIO 1. Consideriamo il caso della somma di due ¢-misure (i
coefficienti positivi della combinazione lineare si suppongono inglobati in
ciascuna misura). Allora:

e =c+¢?, (k € INg)
Da=lefli +dll,  (Bk=0,1,...,n).
Siano:
(5‘4) an (2'.’) = Zﬁn,&zh
h=0

i polinomi ortonormali associati alla misurs
dp(x) = dés(x) + dea(z).
Allora, dalla (2.7) si ha:

Do=c" + &2

D, =D, [( (m (z)) Z (Zﬁ«h ( E.l")_h S?-n )2]

e dalle relazioni di ricorrenza (2.5)-(2.4), si ricavano i ¢.(z).
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Come caso particolare, se la misura dgo(z) & una misura di Dirac,
definita dai momenti:

+oo
o) = [ Thdga(z) = a1z}, (21 €Ris €RT),

le formule precedenti diventano:
Cr = cﬁl) + 5,2F (k € INg)
D, = ||, + 5128+,  (Rk=0,1,...,n)
e dalla (2.7) si ha:

Dy = C‘(;l) +a

D, =D., [(&len) + slz?n) _ E (iﬂi’* (c’(‘llh + s;xgﬂ.))’] .

=0 "m0

I go(x), come nel caso generale, discendono allora dalle relazioni di
ricorrenza (2.5)-(2.4).

Combinazioni lineari con un numero finito di misure di Dirac, si pos-
sono ottenere con un procedimente di iterazione,

Il problema della determinazione dei sistemi di polinomi ortonormali
ottenuti alterando una data misura mediante una misura di Dirac &, pe-
raltro, gia stato risolto, in modo diretto, da U.V. UvaRov [18].

Tenendo conto della relazione con la trasformata di Laplace-Stieltjes,
menzionata nel §3, si ha il seguente:

TeOREMA IL. Siano ¢™ € Q* (h = 1,2} funzionali del tipo (5.1).
Supponiamo inoltre che per ciascuno di essi le corrispondenti serie (1.4)
abbieno raggio di convergenze non nullo. Allora enche i prodotlo di
convoluzione: ¢ x ¢ appartiene a Q*, e si ha:

(5.5) (e @) (@) = [ p@)dion  ¢a)a),
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dove:

(56)  (B*&)@) = [hia-1)dos(t)  (nel caso )

40

(56 (hed)@ = [Si(z-0dbat)  (nel caso ID).

DiM. Considereremo solamente il caso I). 11 caso II) si ottiene nello
stesso modo.

Sia

™ — fi(z) = Z: ('1) ck MG
(lz} < Rn; B=1,2).
Allora, per il Teorema I,
In(z) = Jc[d'ﬁn] » (Rez> —-Ry; h=1,2)

e, per una nota proprieta del prodotto di convoluzione di misure:

fi(2) f2(2) = Ld(¢; + ¢2)] (Rez > max (— Ry, —Ry)).

La tesi & allora immediata conseguenza dell’isomorfismo tra P* e F.
Si ha infatti:

+oo

(cu) . cm) {p(z)) = f p(z)d( * $2)(2),

con (¢ * ¢2)(z) dato dalla (5.6).
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11 prodotto di convoluzione di un numero finito di misure, si pud
ottenere con un procedimento iterativo.

EsgMPIO 2. Supponiamo che valgano le ipotesi del Teorema I1. Allora
la formula (1.10) fornisce i momenti del prodotto di convoluzione delle

due misure; .
k
fzkd(¢1 t¢2) (2‘:) = Z (:) Cf'l)(!f—)h .
a h=0

Le formule generali (2.7)-(2.5)-(2.4) possono, anche questa volta, es-
sere usate per il calcolo dei polinomi del sistema ortonormale associato.
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