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Densita degli zeri di un sistema di

polinomi s-ortogonali

M.R. MARTINELLI - A. OSSICINI - F. ROSATI

RIASSUNTO ~ Mediante una opportuna velutazione dei cosiddetti numeri di Chri-
stofell viene stabilita la densita degli zeri di un sistema di polinomi s-ortogonali.

ABSTRACT — Density of the zeros of s-orthogonal polynomials is stated by means
of convenient estimations of Christofell numbers.
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1 — Posizione del problema

E noto {4, 7, 11), che assegnata nell’intervallo [-1, 1] una funzione
non decrescente a(z), dotata di infiniti punti di crescenza e fissato un
intero s > 0, ha senso considerare il sistema {P(z),m =0,1,2,...} dei
polinomi P, (z) di grado m, s-ortogonali in [~1, 1] rispetto al peso da(x).

Essi, a meno di una costante moltiplicativa (che supporremo fissata
in modo che il coefficiente di z™ in P,(z) valga 1) sono univocamente
individuati dalle

1
(1.1) /m*[Pm(m)]2’+‘da(x) =0, k=0,1,....,m—1,m>1.
-1
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Inoltre, se s > 1, Py(z), per m > 1, ha i suoi m zeri Tmx con k =
1,...,m, tutti reali, distinti ed interni a [—1, 1], come nel caso elementare
(s = 0) del sistema dei polinomi ortogonali [6, 8]; porremo pertanto

(1.2) ~1<Zp1 <ZTm2<...<Tmm<1.

Si pone quindi la questione di esaminare se ’analogia con il sistema
dei polinomi ortogonali valga anche per cio che concerne la densitd in
[~1,1] degli zeri del predetto sistema {Pn(z)} per s > 1. '

Si rileva intanto la seguente fondamentale proprieta, dimostrata al
n. 6, che impone di limitare 1'indagine alle sole funzioni a(z) crescenti.

TEOREMA 1. Se a(z) & non decrescente in [—1,1] ed ivi dotata di
infiniti punti di crescenza, se esiste un intervallo [a,b] C [~1,1] ove a(zx)
¢ costante, cioé a(b) = a(a), in esso, ciascun polinomio P,(x), m > 1,

ha al pit uno zero.

Cid premesso, in questo lavoro si stabilisce la proprietd di densita
degli zeri, per funzioni a(z) crescenti e soddisfacenti alla ulteriore condi-
zione assal generale

M(z - y)" < a(z) — aly) < N(z —9)°,
(1.3)

V(z,y) € A, con A = {(a:,y)lz €(-1,1,ye[-1,1),y< :c} ,
ove 7,8, M, N sono costanti assegnate in modo che

(1.4) ¥>1, §€(0,1], 0<M<2°N.

Sotto tali ipotesi, in relazione alle notazioni (1.2), posto per comodita
di scrittura

(15) Tmo = -1, Zmmn= 1,
si ha la seguente fondamentale proprieta

(1.6) k={)x'11&3("m (Tmies1 — Tmk) = O(m—(2.+6)/(2a+v))’m — 00,
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che esprime la densitd degli zeri del sistema {Pn(z)} dei polinomi s-
ortogonali in [—1, 1] rispetto alla assegnata da(z).

E da segnalare il caso particolare notevole § = v = 1 delle a(z)
Lipschitziane a derivata (ove esiste) non nulla per le quali si ha il risultato
ottimale
(1.6") k=f:r,lf.3.(.,m(z"""“ — Zmi) = 0(1/m).

Perverremo allo scopo, attraverso una opportuna valutazione dei co-
siddetti numeri di Christoffel A,, ;. Individuati al n. 2 tali numeri attra-
verso una proprietd di estremo, al n. 3 vengono date limitazioni relative
a polinomi, per mezzo di polinomi di Tchebychef di prima e seconda spe-
cie; al n. 4 si stabiliscono limitazioni superiori per i predetti A, x; infine,
dopo aver stabilito al n. 5 analoghe formule di minorazione, si perviene
al n. 6 alle (1.6).

2 — Numeri di Christoffel

In quanto segue, non essendovi a temere confusione operando per m
fissato, porremo nella (1.2) z; in luogo di Z, «, scriveremo cioé per gli m
zeri di Pp(z),

(2.1) —1<21<23<...<Tn <1;

ci riferiremo inoltre ad una a(r) crescente, non necessariamente verifi-
cante condizioni del tipo (1.3).
In corrispondenza ad un fissato zero zx di (1.2), cioe

(2.2) —l1<ze <1
considerato il funzionale
1 2s
1 [[Pa(@)]”. 2
(2.3) W/ [m] [nm—l(xsxk)] da(z)

-1

al variare di II,,_;(z,z:) nella classe dei polinomi di grado < m -1,
verificanti (per k fissato) la condizione

(2.4) nm—l(mk, xk) =1,
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sussiste la seguente fondamentale proprieta:

TEOREMA II. Nelle ipotesi poste, il funzionale (2.3) assume il valore
minimo
1

_ 1 Pm(l') 2842 —2
(2'5) AZa.k = (_2;)—'/ [m] : [.’L‘ - :L‘k] da(.'z:),

=1
in corrispondenza al particolare polinomio ﬁm_l(z,xk) dato da

7 P, m (I)
2.6 Moy (3, 2) = ———————— .
29 SR PRPRTAEN
DiM. Indicato con II,,_,(z,zx) un arbitrario polinomio di grado <

m — 1, nella classe dei polinomi verificanti (2.4); introdotto il polinomio
di grado <2m(s+1) -2

ed osservato che

(28) pM(z:)=0, per h=0,1,...,2s—-1; i=12,...,m,
mentre si ha

(2.9) p2(z) >0, per i=1,2,...,m

(con il valore 1 per i = k), ricorrendo alla formula di quadratura iper-
gaussiana [esatta per polinomi di grado < 2m(s + 1) — 1] [4), risulta

i=1

@10) [ ;el2)da@) =3 Atz 2 Aaus >0,

con A, dato in (2.5).

Confrontando (2.10) con (2.7) e (2.5), si vede che in (2.10) il segno
= [valore minimo] & raggiunto, onde A, & il minimo, se e solo se (2.7)
ha la forma ji(z) che si ottiene ponendo II,,_,(z, zy) di (2.6) in luogo di
Hm_l(z,zk). 0
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Da questo Teorema II, si pud trarre per s > 1 una notevole formula
di maggiorazione per i coefficienti di Christoffel A, dati in (2.5).
Considerato che per la (2.10), in virtd di (2.7) risulta

1

@1) A< ] %))r, [Ton-1(2,20)] " dr(z)

-1

per ogni II,,_,(z,z;) verificante (2.4), si pud osservare che

1

2s -z 2s/(s41) 2
Aze < (21)!/ [}},Z"((:k))] . E:: _:k;%/(’ﬂ) . [H,,._1(:z:, xk)] da(z) <

-1

1 2542 #/(e+1)
: (/ Frag] e -zda(m)) |

. 1/(s+1)
. (/ CRENC]) EPR) ””da(z)) ;

ove i due fattori all’ultimo membro provengono da una applicazione della
disuguaglianza di Schwarz-Holder all’integrale a secondo membro.
Dall’ultima relazione scritta, confrontando con (2.5) si ha

1 - 1/(s+1)
Az,.ks(Az,,k)"“*”-(@—iﬁ o= [ 20)] ’da(x)) :

Risolvendo rispetto As, s, si conclude col

TEOREMA III. Nel caso s > 1, per ¢ numeri di Christoffel vale la
maggiorazione

f 2s+2
/ (z — )™ [Hm_l(x, :ck)] da(z),

-1

1
(2.12) Agar < @s)!



20 M.R. MARTINELLI - A. OSSICINI - F. ROSATI (6]

ove M1 (z, i) & un qualsiasi polinomio di grado < m — 1 verificante
(2.4); avendosi in particolare, stante (2.5), (2.6)

1
(2_15)_! / (z — zx)* [ﬁm_l(z,xk)

-1

(213) A2a,k =

] 2a+2da(z) .

Si pud osservare che (2.12) e (2.13) valgono anche nel caso s = 0.

3 — Formule di maggiorazione per polinomi

Indicato con Ty,(z) il polinomio di Tchebychef di prima specie (3, 9]
ed ordine m > 1 ed introdotto il polinomio

(3.1) wm(Z,Y) = Tm(Z)Tm-1(y) — Tn-1(2) T (y)
si consideri il polinomio

__ wm(z,y)
2 i AR

ove, qui e nel seguito, la derivazione va intesa rispetto alla variabile z,
perz=y.

Detto I l'intervallo [—1,1], in virtt delle proprieta dei polinomi di
Tchebycheff di prima specie si ha

(3.3) lwm(z,9)| <2, V(zy)elxI.

Introdotti i polinomi di Tchebycheff di seconda specie Vin(z), legati
a quelli di prima specie dalla

(3.4) T, (z) = mVip_y(z)
e, soddisfacenti V z € I le relazioni

{ Vin-1(Z)Tm-1(2) — Vin—2(z)Ta(z) =1,
Vam-2(z) = 2Vim—2(2)Tm(z) = 1,
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dalla
(3.5) W (U1 ¥) = T () Tm-1(y) = Ty (4) T (%)
risulta
(3.6) Wn(y,y) =m — % + %Vzm—z(y) , Vyel.
Poiche si hatV
Vam-2(y) 21-m, Vyel,
ne segue
(3.7) wn(y,y) 2m/2, Vyel.

Tenendo conto di (3.2) e (3.3) si ha allora questa prima formula di
maggiorazione

4

< —, V(z,y)eIxI,conz#y.
m|z - y|

(38) 'Hm-—l(z: y)I

Per la nota relazione di Christoffel-Darboux (9]

m-1
wm(Z,¥) =1+2 Z Tk(z)Tk(y) g
T — y k=1

Mvedi (2]. Vim—2(y) @ funzione pari di y; limitatamente a y € [0, 1], posto y = cos ¢,
w € [0,7/2] vale la

sin(2m - 1)p >1-m.

Vam—a(cos ) = singp

Tale relazione, ovvia per m = 1,2, nel caso m > 3 si verifica osservando che basta
provarla per ¢ € [r/(2m — 1),3r/(4m — 2)] ove

sing > sinr/(2m — 1)] > [2v2/x] - [r/(2m — 1)] = 2v2/(2m - 1).
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essendo |Ti(y)| < 1, Vy € I, risulta

(3.9) Iﬁ';(f—’;’l|g1+2(m—1)<2m, V(z,y)elxI.

Ricordando (3.2) e (3.7) si ha la seconda formula di maggiorazione

(3.10) Ms(z,9)] < %75 —4.

4 — Maggiorazione dei numeri di Christoffel

Con le notazioni del n.2, si vogliono stabilire limitazioni superiori
per i numeri di Christoffel, nella ulteriore ipotesi che a(z) sia in [-1, 1]
crescente, Hélderiana di esponente 6, § € (0,1] e coefficiente N > 0;
sussiste cio¢ [introducendo !'insieme A di (1.3)] la

(4.1) alz) —aly) S N(z—-y)°, V(zy) €A.
Sussiste allora il seguente

TEOREMA IV. Nell’ipotesi (4.1), per i numeri di Christoffel Ay, >0
dati in (2.13), valgono le maggiorazioni

(42) Az"k<;17s‘+—6’ k=12,...,m,

avendo posto

(43) Der=5=% @y
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Dim. Riferendosi alla (2.12), si assuma in particolare il polinomio
II,n-1(z, zi) nella forma (3.2), con y = z;; porremo ciog, per ogni fissato
k, seguendo (2.4),

wm(Z, Tx)
(T — zh)wp,(Thy T0)

(4-4) Hm—l(xa Ik) =

Rileviamo subito che per m = 1, essendo Io(z,zx) = 1, da (2.13)
segue immediatamente la (4.2).

Nel caso m > 2, in corrispondenza al fissato z; possono presentarsi
le tre eventualita

1 1
(4.5 1<z ——<zp+—<1,
m m
(4.57) <z <-141,
m
(4.5") 1-Llca <1
m

Esaminiamo in dettaglio il caso (4.5'), gli altri casi presentando mi-

nori difficolta.
Nel caso (4.5) da (2.12) si ha (con ovvio significato dei simboli)

1 f ” w2, 1) 2842
Ao < @_[(z =) [(1‘ = zk)w:n(xk)zk)] da(z) =
(4.6) 1 zx—1/m zp+1/m 1

Operando separatamente sui tre integrali, per la (3.10) si ha

Tp+l/m TE+1/m

[a(oe+ =) —a(ze=2)]
m m

4.7) / . < e da(z) =

- mzs

2342

m2s
zp—1/m ze—~1/m

avendo osservato che, in questo caso (z — zx)** < m~%.
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In modo analogo, stante (3.8), per il terzo integrale di (3.6) si ha,
integrando per parti,

1

4\2e42 [ dofz)
/"‘S(E) /(zf:,,y:

zx+1/m zxtl/m
48) /4y f[a(z) — oz} [ a(z) - a(z)
@y (Lyfesed] e [ ol

ze+1/m

(Rt ) -]

avendo tenuto conto di (4.1).
Parimenti, per il primo integrale di (4.6) risulta

z—-1/m
(4.9) _[ . < (-7%)2”’2 . {;—i\%mz“‘ —-m? [a(:ck) - a(:z:k - %)]} .

Da (4.6), tenendo conto di (4.7), (4.8), (4.9), si ha quindi

1 421+3N
(410) Aunk < ets " G- 5)(29)

e cioé la (4.2), nel caso (4.5).
Nel caso (4.5"), spezzando 'integrale a secondo membro di (4.6) in

zEt+1/m 1
|
-1 z+1/m

e operando separatamente con la (3.10) sul primo e con la (3.8) sul se-
condo integrale, si perviene alla

1 4%*2N(4-$)
2245 (2 — §)(2s)!

A2u,k <
m

che essendo 4 — 6 < 4 fa ritrovare la (4.2).
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A questa stessa relazione si perviene nel caso (4.5"') onde il teorema
risulta completamente dimostrato.

5 — Minorazione dei numeri di Christoffel

In corrispondenza agli m zeri z;,...,z,, del polinomio s-ortogonale
P, (z) [vedi (2.1)] si introducano i polinomi fondamentali di interpola-
zione di Lagrange (10]

(51) Ll(x)) L2(z)1 (A ;Lm(z) )
di grado m — 1, individuati rispettivamente dalle

{0, perk#3,
(5.2) zj) =

l,perk=j; k,j=12,....,m.

Cid premesso la (2.13) assume la forma

. 1

2542

(5.3) Agpi= Tl—,/ (z —z,)* [Lk(:l:)] da(z), k=1,2,...,m.
e}

Attraverso talune proprieta dei polinomi L (z), perverremo a limita-
zioni inferiori per Ay .
Osservato che

(5‘4) Lm(m) 2 Lm(xm) =1, Vze [:Bm, 1] ’

da (5.3) si ha

1
Agam > / (& — 2m)Pda(z) >

2s)!
(5.5) (29) Zm+{1-2m)/3

— T \2¢ l—-z,
s (5 et (o 1)
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In modo analogo si ottiene

69 Au> o (52 [a(m - =5 ~et-1)].

Dalla (5.3) segue poi, per 1 <k <m

1 T 41~ (Th41—7k)/3
Ao > @)l / (z — zi)™ [Lk(z)]h”da(x) )

Zp+(Zi41—Tk)/3
da cui si ottiene

Zra1—(z —x;)/3
57) A >_1_(£M)2‘ - 71 ) [Li(2))* Pda(z);
. 238,k (23)! 3 k 1

Tk +(Tk+1—2k)/3
in modo analogo si stabilisce la

Zp 1~ (Erp1-2x)/3
[Liwr () *da().

T+ (Tp41—Tk)/3

1

(5.8) Aoy 41> w(

Lp41 — Ik)z'

3

Dalle note diseguaglianze (5]
(59)  [Lesa@)™ + L@ 2277 [Lana(@) + L))",
dopo aver osservato che [1]
(5.10) Lip(z) + Li(z) 21, Vz € [Tk, Tha]

da (5.7), (5.8) si ottiene

AZa.k + AZa,k+1 >

2(‘228')‘!l (l’k+l3— zk)” [a ($k+1 _ $k+13— -’Bk)+

o+ L T)].

(5.11)
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Supposto ora che a(z) soddisfi una condizione del tipo (con A dato
in (1.3); M > 0 e v > 1 costanti assegnate)

(5.12) M(z-y)" <alz)-aly), V(zy €A,

valgono le seguenti formule di minorazione

M 14z, 2647
_—97

A > g (5)

(5.13) M 1 2
(2T Em )2y

Azam > i ? (—5)

e parimenti
. 2—2:—1 Tig1 — Tk 2547

(5.14) Age e + Aze k41 > (23)! ( 3 ) ’

perk=12,....,m—1.

6 — Limitazioni degli zeri

Supponiamo ora che per a(z) valgano le condizioni (1.3), (1.4). E
allora evidente che valgono simultaneamente i risultati del n. 4 e del n. 5.
Da (4.10) e (5.13) si ha allora

1+ T

(6.1) < Cs;'y, 5 2=1/(2547) | = (23+6)/(23+7)
l—z,

e le analoghe

(6.2) 0 < Thyr — Tk < Coyys 9(25+2)/(2547) | gy = (28+6)/(29+7) ,

(k=1,2,...,m—1), avendo posto

N 94s6 > 1/(2s+7)

(6.3) Coms =3+ (37 5=7
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Ricorrendo alle notazione (1.2), (1.4), & allora evidente che per &
0,...,m — 1 risulta

(max (Tt — Tmp) =0 (m—(2a+6)/(2a+‘7)) , m— o0,
ci6 che prova la richiesta densitd degli zeri del sistema introdotto al n.

Dimostriamo ora il Teorema I del n. 1.

Sia [a, b] C [-1,1], con b — a < 2 un intervallo tale che a(a) = a(b
Considerato il sistema {Pn(z)} dei polinomi s-ortogonali introdotti al n.
1 ed individuato da (1.1), mostriamo che per m > 2, ciascun polinomio
P, () di grado m ha al pill uno zero in [a, ].

Ricordato che gli m zeri di P,(z) sono tutti distinti ed interni a
[-1,1] procediamo per assurdo. Se in [a,b] cadessero almeno 2 zeri di
P,(z), indicati con A, e A,, il minimo ed il massimo di tali zeri ed

introdotto il polinomio di grado m — 2

_ P(@)
(6.4) om-2(2) = T3 e A

stante la s-ortogonalita (1.1) si avrebbe
1
2341
(6.5) [ #mea(@) [Pa@)] " de(z) = 0.
-1

D’altra parte risulta
Pm z 2842
- (z_[A,f)()z]—Am) 200 VEE Bmlnl,

(6.6) Ym—2(z)[Pn(z)]

quindi, essendo a(z) costante in [a, 8], si avrebbe

[ onr@ Pala))** (@) = [ pma(a)[Prm(@)] " )+

+ [ ms(@)[Pal@)] " daz)
b
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e da cid seguirebbe ’assurdo: infatti il primo membro dovrebbe valere 0
per la (6.5), mentre gli integrali a secondo membro per la (6.6) dovrebbero
essere non negativi ed uno almeno positivo; onde la tesi.
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