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Gruppi di simmetria per sistemi di equazioni
con un parametro
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RIASSUNTO ~ Si analizza lo struttura dei gruppi di simmetria per sistems di equa-
zioni alle derivete parsiali che contengono un perametro in forma lineare. Si propone
un procedimento per la determinazione di quei gruppi di simmetria che sussistono per
valori generici del parametro.
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1 — Introduzione

Molte equazioni o sistemi di equazioni alle derivate parziali che ca-
ratterizzano problemi fisici contengono parametri nei quali sono sintetiz-
zate proprieta fisiche del sistems. Basti pensare ad esempio all’equazione
del calore che definisce la temperatura in funzione delle variabili spazio-
temporali e contiene un parametro che & legato elle caratteristiche di
conducibilita, densita, capacita termica del mezzo.

L'introduzione di questi parametri avviene sistematicamente quando
8i generalizza un modello per tenere conto di ulteriori aspetti: per ot-
tenere le equazioni fluidodinamiche di un liquido viscoso da quelle di un
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liquido ideale si introducono termini di viscosita contenenti un parametro
di viscosita, che nelle equazioni compare linearmente. Si passa cosi dal
sistema di Eulero a quello di Navier-Stokes.

L’introduzione di termini aggiuntivi, specialmente se questi introdu-
cono derivate di ordine superiore, rende pill laboriosa la determinazione
dei gruppi di simmetria puntuale ammessi dalla equazione o dal sistema.

In questa nota si propone una metodologia per il calcolo dei gruppi di
simmetria puntuale per sistemi di equazioni alle derivate parziali conte-
nenti un parametro in forma lineare, simmetrie che sussistano per valori
generici del parametro. Questi gruppi possono essere indipendenti dal
parametro, nel qual caso sono gli stessi per ogni valore del parametro,
ovvero possono dipendere dal parametro, nel qual caso la lore determi-
nazione variera in relazione al valore del parametro.

La metodologia proposta non consente di individuare eventuali valori
“risonanti” del parametro, intesi come valori particolari (finiti e non nulli}
in corrispondenza ai quali esistono ulteriori simmetrie oltre a quelle valide
per valori generici del parametro.

Valori risonanti del parametro si riscontrano talvolta in sistemi che
definiscono modelli di significato fisico. Per esempio nel sistema di Navier
della elastostatica lineare se il parametro h = (A + p)/p assume il valore
-4/3 {e quindi tra i moduli di Lame A e u sussiste la relazione 3A+7u = 0)
esistono, oltre alle simmmetrie valide per valori generici di &, le simmetrie
di “inversione” [1) . Il valore di risonanza suddetto corrisponde comunque
a casi in cui il tensore di elasticita non & strettamente ellittico.

Altro esempio di valore “riscnante” del parametro si ha nel sistema
di equazioni che caratterizzano il moto adiabatico di un gas perfetto: il
parametro ¥ = Cp/Cy (rapporto tra calore specifico a pressione costante
e calore specifico a volume costante) ha il valore risonante (n +2)/2 dove
n = 1,2,3 secondo che si consideri un flusso mono, bi ,tri-dimensionale
{2],[3].

Considerazioni di tipo dimensionale portano ad escludere in molti
problemi fisici l'esistenza di valori “risonanti”. Se un fenomeno fisico &
governato da un sistema di equazioni che contiene un parametro ¢ questo
parametro non ¢ adimensionale, al mutare della unitid di misura delle
grandezze fondamentali muta il valore del parametro € in generale muta
anche la famiglia delle soluzioni del sistema, essendo queste dipendenti
dal parametro. Le diverse famiglie che si ottengono cosi sono perd legate
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tra lore dalla corrispondenza biunivoca che associa ad ogni descrizione
del fenomeno con le misure delle grandezze valutate secondo un sistema
di unita, I'analoga descrizione con le misure rispetto ad una altra scelta
delle unita.

Questa corrispondenza trasporta da una famiglia di soluzioni ad ogni
altra Je trasformazioni, che, operando all’interno della famiglia, portano
ogni soluzione in una altra soluzione della stessa famiglia.

In altre parole se I'insieme E, delle soluzioni del sistema corrispon-
denti ad un valore A del parametro & mutato in sé da un gruppo di sim-
metria, questo gruppo di simmetria & trasportato sull’insieme E,; delle
soluzioni corrispondenti ad un altro valore A’ del parametro mediante la
trasformazione corrispondente al cambio di unita di misura.

Se il parametro non & adimensionale non possonoe esserci quindi valori
speciali che si distinguono dagli altri perché in corrispondenza ad essi
sussistono proprieta di simmmetria diverse, non possono cio¢ esserci valori
“risonanti”.

Se il parametro non & adimensionale la metodologia proposta con-
sente percid di trovare tutte le simmetrie puntuali del sistema.

A titolo esemplificativo si propongono alcune applicazioni del proce-
dimento a casi significativi.

2 — Caratterizzazione dei gruppi di simmetria
Sia
(2.1) Ay(z,u, ") + 2, (z,u,u) =0  s=12,...,m

un sistema di m equazioni differenziali alle derivate parziali contenenti
un parametro ) in forma lineare, nelle m incognite u = (u), ua, - - -, Uy,) €
U C IR™ delle p variabili z = (x1,23,...,%,) € X C R". Si indicano con
ul?) € U™ 'insieme delle derivate parziali fino all'ordine r delle funzioni
incognite. L'ordine massimo delle derivate argomento di A, e di {2, non
& necessariamente lo stesso: se gli ordini sono diversi r indica il massimo
di questi,

Si assume il sistema localmente risolubile e A, e £2, funzioni definite
in M™ € X x U x U polinomiali nelle 4" con coefficienti dipendenti
dalle x ed u. Per ogni (z,u) € X x U e per ogni A, il sistema sia tale
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da definire implicitamente una varietd regolare in U/("); saranno percid
esplicitabili algebricamente sia dal sistema (2.1) sia dal sistema A, = 0,
m delle u” in funzione delle altre nonché di z, u, . E dunque valida
Iipotesi di rango massimale per il sistema (2.1) e per il sistema delle
A, =0 [4].

Un gruppo continuo di trasformazioni puntuali agente su M € X x
U con campo vettoriale ¥ (Z;(z,u,A), Hi(z,u,A)), i = 1,...,p, § =
1,...,m, e operatore associato

(2.2) = f: Zi(z, u, ,\) .t Z Hj(z,u, ,\) 2,

=1 jml
¢ gruppo di simmetria per (2.1) se e solo se esiste una famiglia di m?

funzioni analitiche R,s(x, 4, (", A} tali che sia identicamente

(2.3) A, +20,) = Z(A;.+,\Q;.)R,h, s=1,...,m.
h=1

In (2.3) pr{" indica Poperatore indotto da & su M
(24) =l + 2;: 3 #(au, ), X) 50

con la seconda sommatoria estesa a tutti i multiindici J = (j1,J2,...,5)
conl<jEp,l1<i<re

P P
(2.5) Q:(I, i, u("')’ ,\) =D, (Ha - E‘ﬁ.) + Zaﬁﬁ-’.i R
i=1 i=1
dove §; = Ou,/0z;, %1: = Bu®;/8z; e Dy = Dy Dy,...D; con Dy

operatore di derivata totale rispetto z;, che tiene conto oltre che della
dipendenza esplicita rispetto a z;,, della dipendenza implicita per il tra-
mite delle u® e delle loro derivate.

Le funzioni Z; ed H; sono state assunte in tutta generalita dipendenti
da A e cid comporta una dipendenza da X anche delle & nonché dei
moltiplicatori Rp,.
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La condizione (2.3} esprime I'annullarsi identico di:
orOA, + o0, , s=1,...,m,

sulla varietd (2.1). Si ricava da cid I'algoritmo per il calcolo di 7. Co-
struito infatti 'operatore pry’, lo si applica alle (2.1) e si riporta il sistema
ottenuto sulla verietd mediante la sostituzione di m delle u(” ricavate da
(2.1) in funzione delle altre e delle z,u,). L’annullarsi identico delle
equazioni nelle restanti 47 si traduce nel sistema differenziale lineare
omogeneo che definisce le E;, H;.

Le soluzioni del sistema lineare omogeneo sono determinate & meno
di costanti arbitrarie moltiplicative; cid permette, anche nel caso che
le funzioni =; e H; abbiano poli in corrispondenza di A = 0, in tutta
generalita, di assumere una forma del tipo

(26) Zlz,u,N)= iz\"gi(z, u); H;(z,u, A} = i A"ﬁj(z,u).
k=0

k=0
Di conseguenza il campo ¥ associato al gruppo ammette una decom-
posizione del tipo:

o0

(2.7) F=3 A4,

kw0

k
dove 7 = (55,55) sono campi vettoriali con operatori associati
(28) r@ =3 EL +oh 2

i=l 9z i =1

Anche V’operatore indotto da # su M ammette una decomposizione del
tipo

o0
(2.9) =Y Nepry)
k=0
dove
m
(2‘10) pf'(:) = prgi) + Z E Q (xi U, u(r))-ﬁ_

a=) J
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e
k Pk
(211) &2 =D, {h. - zs,a.) +Sky,
=1 f=1
Analoghe considerazioni sulle R, portano ad assumere
X Lk
{2.12) R, = EA*P,,.(:, u, ul).
,=0
Sostituendo (2.9) e (2.12) in (2.3) si ottiene
(2.13)
oo oo m k
Z: (Akpr{f)A + ,\k+lp1.é:)n’) —- Z Z (/\kﬁahﬁh + /\k+lpmgh) ,
k=0 k=0 h=1
s=1,...,m.

Se si assume per il parametro il valore A = 0 i gruppi di simmetria
sono quelli ammessi dal sistema A, = 0. I gruppi della forma (2.6) sono
i gruppi che estendono quelli esistenti per A = 0.

Per valori del parametro arbitrari in un intervalio 7, si ottiene che la
(2.13) e verificata se e solo se

(2.14) (" A, = Z Pondn

e

k=1
@15) oA, +prd) Q= 2 (5,,,&.,‘ £Paf), kel

—

La (2.14) esprime una condizione sufficiente affinché % generi un
gruppo di simmetrie per A, = 0.

Si ha dunque che condizione necessaria affinché, per generici valori di
A, 7 data da (2.7) generi un gruppo di simmetria per (2.1) & che % generi
un gruppo di simmetria per &, = 0.

Si pud quindi come primo passo imporre la condizione (2.14) che
esprime I’ annullarsi del primo membro sulla varieta definita dal sistema
A, =0, eciog _

pr, ET;)A‘ =0
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Q
quando A, = 0 e determinare le soluzioni &;, %j del sistema lineare omo-
geneo

(2.16) S(%) =0,

delle equazioni che caratterizzano @ e, in corrispondenza, i moltiplicatori
Q
Pop. ’

Le {2.15) per k = 1 hanno la forma:

(2.17) pro, A, + pro,Q, EP.;.Q;. = ZP.:.A;,,

h=1 =1

ed esprimono quindi ancora Pannullarsi del primo membro sulla varietia
definita dal sistema A, = 0. Imponendo questa condizione si oitiene un
sistema

(2.18) S(#1) - Ti(f) =0

1
lineare nei generatori £€; ed }Ij di ¥; in cui i termini noti T)(%) sono
ottenuti da:

(2,19) o — S P,

A=1

valutati sulla varietd definita da A, = 0 e sono quindi definiti tramite
i generatori di #. Si noti che il sistema omogeneo associato @ lo stesso

(2.16) , naturalmente con funzioni incognite E ed Tll
Per la risolubilita di questo sistema (in generale sovrabbondante)
PoOsSsono essere nccessa.ne restrizioni sui termini noti e quindi partico-

larizzazioni delle E ed % determinate come soluzioni del sistema (2.16);
subordinatamente a queste restrizioni le soluzioni (2.18) saranno ottenute
sommando una soluzione particolare alle soluzioni del sistema omogeneo
associato.

Ora, stante la forma (2.7) di 7 si riconosce che, senza ledere la genera-
litd, basta considerare solo una soluzione particolare e quindi i generatori
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1

£ ed }),- di 9; vengono ad essere definiti senza I'introduzione di nuovi pa-
rametri o funzioni che non siano legati alle funzioni che intervengono in
Po.

Noti & ed #; & possibile calcolare i moltiplicatori b, ¢ procedere
ordinatamente alla determinazione dei successivi #; ¢ > 2 tramite le (2.15)
per successivi k > 2.

Ripetendo le considerazioni fatte per ¢ = 1, ogni ¥; sard ottenuto
prendendo una soluzione particolare del sistema

(2.20) $(@) - Tu(Fi1) =0.

Restrizioni sui termini noti di questi sistemi, necessarie per la loro
compatibilita, si traducono sempre su restrizioni da imporre su ¥ definito
da (2.16).

Lo spazio Ly generato da # soluzione di (2.16) & in generale composto
come somma diretta LE°® L™, di spazi vettoriali Ly ed L$ di dimensione
finita hg e di dimensione infinita rispettivamente,

Si supponga L = 0, ciod Ly abbia dimensione finita he. 11 termine
noto del sistema (2.20) per ¢ = 1 & una espressione lineare omogenea negli
ho parametri che definiscono il generico elemento di Ly e la compatibilita
si avra su un sottospazio L C Lo di dimensione ASY < hq.

Lo spazio generato da #; (che non sard in generale un sottospazio
di L}) avra dimensione h, < h®Mg, risultando k, = h{") — } dove h 2 il
numero dei parametri di L} e che non compaiono in T (%).

La compatibilitd dei sisterni (2.20) per un generico n si avra su un
sottospazio L.(,") C L, C ... C L.gl) C L, di dimensione hf,") <
ROV < ... < kY < hg e la dimensione dello spazio generato da, i, sara
ho S hgV.

Si riconosce in particolare che se il gruppo delle simmetrie di A, = 0
ha dimensione finita hy allora anche il gruppo delle simmetrie di (2.1) ha
dimensione finita A e risulta h < ho.

Se per un indice & si ottiene T3 (T-1) = 0 allora @ = 0 e ¢id comporta
Te4n = 0 ¥n € IN. 1l gruppo delle simmetrie & allora polinomiale in .

Sia ora L # 0 cio? lo spazio Lo abbia dimensione infinita. Si consi-
derino le (2.20). Si possono avere due eventualita.

Esiste un indice i per cui la corrispondente (2.20) & compatibile su
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un sottospazio Lf,‘) C L, di dimensione finita: il gruppo delle simmetrie
di (2.1) ha dimensione finita.

In corrispondenza ad ogni indice i le (2.20) sono compatibili su un
sottospazio di Ly di dimensione infinita: il gruppo delle simmetrie di (2.1)
ha dimensione infinita.

Se H, (%) non contiene le funzioni di L e quindi lo spazio generato
da ¥, ha dimensione finita le funzioni di & risultano indipendenti dal
parametro. In tutti gli altri casi le funzioni di ¥ dipendono invece dal
parametro. Comunque eventuali funzioni contenute in ¥, sono definite
tramite le funzioni di Ly.

La determinazione dei @) & legata alla possibilita di stabilire una
formula di ricorrenza; nelle applicazioni seguenti si vedranno esempi in
cui questa & conseguenza del} fatto che T;(%i—1) = Ti(¥i-1) per & > i.
Si ottiene allora per ¥ uno sviluppo in serie di potenze di A che sara
comunque convergente in quanto definisce il gruppo che con un calcolo
diretto si sarebbe ottenuto in forma chiusa. Come si vedra il caleolo della
sommma della serie & facilmente ottenibile.

3 -~ Esempi

Si danno alcuni esempi dimostrativi della metodologia proposta. Per
rendere pill agevole il controllo dei risultati le variabili spazio-temporali
sono indicate con z,y,2,t e i corrispondenti generatori con £,£2,43, 7

omettendo I'indice quando si ha una sola variabile spaziale; per le funzioni
incognite e i relativi generatori la simbologia risulta chiara dal contesto.

3.1 ~ Equazione del calore

(3-1) "rg - I\ugg = 0 .

11 gruppo delle simmetrie di 4 = 0 & definito dal campo vettoriale

-

o,

$=%t2,v) ; g=g(:c.u) ; ’?)=?I(z,u).
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Dalla compatibilita dei sistemi (2.20) per & > 1 con semplici calcoli si
trovano le restrizioni su queste funzioni ed i campi vettoriali &, per k > 1
nella seguente forma:

Q

P=mp+2yt, E=m+sz, A = (1 — w5 — Y622 + al2)
1

= 4yet?, § = 2yt + drygiz, %I = ~2veut + a@(z)t,
k t'k

#‘:0, £=0’ 5:0(1")(3‘3)F, k>1,

dove a(z) & una funziome arbitraria e &®*) = d*a/dz?*.

Si osservi che risulta: -
nt = r’lzz ]

questa & la formula di ricorrenza legata al fatto che Ti(¥-1) = Tk{Te—1},
k>
1l campo vettoriale ¥ & dato da:

(32) T=n2+ 2yt + A(dyet?),
(3.3) €=+ + A(27st + 416t7) ,

(34) 7=(13— 1% — T )u+ A(=2vtu) + Z /\"a(’*)(z)ﬁ .

k()

Poiché la serie nella espressione (3.4) non & altro che lo sviluppo in
serie di A di una qualunque soluzione deli’equazione:

(3-5) fs - '\fzz =0,
si riconosce chbe la forma chiusa di (3.4} &
(3.4°) 1= (s — 1T — %6z + M~ 2%ty) + filz,1),

con f(z,t) soluzione di (3.5) ritrovando i risultati ben noti [2], 4]
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3.2- Sistema di Navier-Stokes per fluidi viscosi incomprimibili

Con usuale simbologia il sistema, S

p(% +a- w.-:) = —Vp+ Az,
(3.6)

V-i=0.

1l parametro & il parametro v di viscosita; in riferimento alla simbolo-
gia del paragrafo precedente il sistema A, = 0 é il sistema di Eulero,
(4,80, 8) = A, Q,=0.

Il campo #; che definisce le simmetrie del sistema di Eulero &

1= 65T + 1y — 622 + aft),

dIHD Mo

3= —c1& + sy + ¢z + B(t),

yHo

3=z —gy+csz+ (L),
(3.7) %= cst =+ col + ¢4,
1 = —ttt + v — cqw + o' (t),
%, = —~cu~—co? + cyw + (1},
fs = cau = cov — cow + 7 (1),
fl = —2cop — a"(t)z — B"(t)y — 7" (D)2 + 6(1).

In corrispondenza i moltiplicatori sono:

—2¢ — ¢ 1 —-Cy 0

_ - -200 — 5 C3 0

38) Ba=| P
0 0 0 € — 3cs

Da (3.7) e (3.8) si riconosce che le H,(#) sono costituite da espres-
sioni lineari omogenee nclle derivate seconde delle funzioni incognite,
mentre S$(¥;) non conticne termini di derivata seconda. Le restrizioni
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su ¥ necessarie per la compatibilitad del sistema (2.18) sono quindi otte-
nute semplicemente annullando (2.19); in questo caso ¢id equivale a porre
identicamente:

(3.9) Hy (%) = pre,Q — 3 Punla = 0.
h=1

E del tutto generale quindi assumere v; =0 Vi > 1.

Si riconosce in maniera banale che il campo ¥ che genera i gruppi di
simmetria delle equazioni di Navier-Stokes & quello definito in (3.7) in cui
st sta posto ¢ = ¢5 che & la condizione che rende verificate le (3.9).

1 gruppi legati ai parametri ¢,,. .., ¢4 e alle funzioni a(t), 8(t), ¥(t),
#(t) sono dunque di simmetria sia per il sistema di Eulero che per quello
di Navier-Stokes. I gruppi legati ai parametri ¢o € ¢s che definiscono due
variazioni di scala indipendenti:

(Z,t,4,p) —(af,at,¥,p),
(&.t,8,p) —(Z,¢,0714,07%p),

per il sistema di Eulero, si riducono ad un unico gruppo che definisce le
variazioni di scala:

(&,1, &, p) —(aF, at, a4, a"%p),

ammesse dal sistema di Navier-Stokes. Questo risultato, gia noto 5],
corregge quanto asserito in [4] a pag. 181.

3.3~ Equazione di Korteweg-De Vries-Burgers

(3.10} Up + Usag + Uty + p1z. = 0.

¥ & il campo vettoriale delle simmetrie della KdV [4]:

Q
(3.11) E=cix+attea |, $=3cit+c R ?I=—2c4u.+c3,
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ed in corrispondenza é ﬁo’ = —5¢4 ed Hy (%) = C4tizz- Da (2.18) si ottiene:
1
§=%=0 H }I = -%‘uz .

Si riconosce banalmente che la (2.20) per ¢ = 2 & compatibile solo se

k
& ¢, = 0 con il che risulta H,(7,) = Oequindié =¥ =f =0, vk > 1.
Lo spazio generato da ¥ ¢ dunque in questo caso un sottospazio proprio
dello spazio generato da &, essendo definito da (3.11) per ¢4 = 0.

3.4~ Equazione di Burgers in forma potenziale

(3.12) Uy = Ugp — pi2 = 0.

¥ & il campo vettoriale delle sinmetrie dell’equazione del calore definite
da (3.2), (3.3), (3.4") per A= 1.

In corrispondenza & E’ = 43 — 24 — Y52 ~ Yex? — 10gt.

La (2.18) da allora:

1 2

§=+=0 ; 1’7=P%—f(z,t)u,

con P = —45 + sz + 762> + 2t f(z,z) soluzione di fz. — fi = 0.
Daile (2.20) si riconosce ancora che § = % =0, ¥ k > 1 ed inoltre:

b5
per cui ¥ risulta definito da
(3.13) T =7 + 274t + dyet?,
(3.14) £ =m + T+ 275t + 4tz
. o . ubt!
1 = (Yy — YT — _ AT S
(3.15) 7= (15 — BT — 162 — 275t) ;( £) *rt

k=0
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il terzo dei quali, essendo P, ~ P,. = 0 pud essere scritto nella forma:
(3.16) 7= gz, )l + (19 — 157 — 92" — 29%6t)p ",

€on g, — ¢: = 0. Per g = 1 si hanno i risultati esposti in [4].
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