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RIASSUNTO - Si dd una parallelizzazione esplicita dei fibrati tangenti 7(S°xS%x...)
nei casia =1,3,5,7.

ABSTRACT — Ezplicit parallelization of the tangent bundles T(S® x S® x ...) in the
cases a = 1,3,5,7 are given.
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1 — Premessa

E ben noto che la sfera S" & parallelizzabile solo se n = 1,3, 7.

Piu favorevole & la situazione per un prodotto di sfere, che infatti &
parallelizzabile non appena uno dei fattori abbia dimensione dispari().
Si pone allora il problema, che ha anche interesse applicativo, di ottenere
una parallelizzazione in forma esplicita per i prodotti indicati(®.

La presente nota fornisce la risposta nel caso che una delle sfere abbia
dimensione dispari inferiore a 9.

(*)Lavoro eseguito nell’ambito del gruppo G.N.S.A.G.A. del C.N.R.

(M KERVAIRE, (3], Th. 12, pag. 247.

@ Limitatamente ai casi S' x §2, §' x S* e §° x S?, il problema 2 proposto in (1],
pag. 98.
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Nei nn. 3,4 e 5 si considera un tipo particolare di campi di vettori su
S™, dotati di due singolarita, e se ne di una rappresentazione analitica.
Nei nn. 6 e 7 ’uso di tali campi fornisce una parallelizzazione dei prodotti
S™ x S" con m = 1,3,7 e n € N, realizzati in R™*! x IR"*' come
intersezione di due cilindri.

Nel n. 8 si osserva che questo procedimento non & piu applicabile alla
varietda M = §5 x S? ¢ IR® x IR3, perché si presenta un inatteso fenomeno
di ostruzione. Si considera allora (n. 9) una diversa realizzazione di $® x.S?
costituita da un’ipersuperficie di rotazione N' C IR®, cosi da utilizzare
I'immagine sferica N'— §7. 1l differenziale di essa induce un’isometria
fra gli spazi tangenti in punti che si corrispondono ed & quindi possibile
valersi della parallelizzazione di S” per ottenere (n. 10) quella di N. Un
calcolo lungo ma senza difficoltd conduce poi alla parallelizzazione di M
(an. 11, 12).

Successivamente (n. 13) un’opportuna rielaborazione delle formule

trovate consente di risolvere il problema anche per il prodotto S% x S" .
Nel n. 14 si tratta infine il caso di tre o piu sfere.

2 — Preliminari

Sia M™ C IR" una varietd differenziabile e siano X, Y due sezioni
del fibrato tangente 7(M). Indicheremo con xp, yp i vettori di X, Y
in P € M. Diremo X, Y ortogonali e scriveremo (X,Y) =0se V P il
prodotto scalare (Xp,yp) risulta nullo; le diremo unitarie se misxp =
misyp = 10,

Se M™ & parallelizzabile, chiameremo parallelizzazione standard (bre-
vemente p. s.) di M, ogni insieme costituito da m sezioni di 7(M), tutte
unitarie ed a due a due ortogonali.

Nel caso che M™ sia la sfera S™ si indichera con p(m) il massimo
numero di sezioni indipendenti di 7(S™). E ben noto che:

(2.1) pmy=m < m=1,3,7 (sfere parallelizzabili);

(2.2) pm)=1 < m=1,5,9,13,...

() Prodotti scalari e misure si valutano mediante la metrica euclidea standard di R™.
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Indicheremo con S™"!(K, R) la sfera di centro K e raggio R:
(2.3) S YK,R)={PeR": misKP =R, Re R*}.

Se K &1'origine, se R = 1 o infine se accadono le due cose insieme useremo,
nell’ordine, i simboli abbreviati S*~'(R), S"~!(K) e S™!; nell'ultimo
caso parleremo di sfera standard di R".

3 — Una particolare famiglia di matrici simmetriche

Introduciamo una famiglia di matrici simmetriche che sara utile, nel
n. 5, per esaminare certi campi di vettori sulle sfere.

Sia n € {2,3,...}; a ciascun punto P(z!,...,z") € R" associamo la
matrice
1—(2)? —-z'22 ... —zlz"
—z?!  1-(2%)? ... -—z%z"
_xnzl —z"z2 1-—- (zn)2

Proviamo anzitutto che
(3.2) det Ap =1 — mis’ OP.
Il rango di Ap & percid uguale a n se, e solo se, mis OP # 1. Si ha inoltre
(3.3) misOP =1 <= rgdp=n-1.

DIM. 3.2 - Posto —zhzk = 0 — zhz*, si pud calcolare det Ap come
somma dei determinanti di 2" matrici una delle quali & la matrice unita,
altre n hanno determinanti uguali a —(z')?,...,—(z")? e tutte le ri-

manenti sono singolari. Dunque detAp = 1 — (z!)? —--+ — (z")? =
1 — mis® (OP).
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Dmm. 3.3 - ( = ) Per ogni h € {1,...,n} sia v, il vettore le cui
coordinate sono gli elementi della h-ma colonna di Ap. E immediato
che (x,v,) = 0, onde v, & un elemento dello spazio tangente 7p(S™"1).
Sia ora y = (y!,...,%") un altro elemento di 75(S""!); & facile vedere
che y = ¥, y*v,; infatti, con riferimento alla h-ma coordinata, & y*[1 —
(=")?] + ’g_é:hy"(—:c"a:") = y* — " ¥, y*z* = yh, ecc.. Si conclude che

Pinviluppo lineare dei vettori v,,...,v, coincide con 75(S*~!) e quindi
gAp=n-—1.
(+<==) Immediato, per assurdo. 0

Associamo ora ad ogni punto P di IR" la matrice simmetrica d’ordine
n + 1 espressa da

(3.4) Ap=]|" !

Passiamo a dimostrare che

(3.5). Se P appartiene a S™!, la matrice Ap & ortogonale®.

DiM. Sia F il prodotto righe per righe di Ap per se stessa.
Bisogna provare che F & la matrice unita.

E intanto ovvio che fry = 1se h=n+1. Maanche se h £ n
risulta fon = 1. Infatti & fan = (1 — (z®)®)? + 3 (z*z*)? + (zP)? =
kZh

1—2(z*)? + (z")* + (z*)?3(2 — (z")?) = 1.
Si ha poi fin+1 = (V4,x) = 0; infine, per b,k < neé far = (V;, Vi) =
r#k
—ghr*(—(zh)? + 1 — (z¥)?) + X zhz*(27)? + zhak = —2zhz* 4 (zh)3zF +
r#h

(z*)3z" + hz*(1 — (z*)? — (zF)?) + zhz* = 0. 0

()G ha cosi un procedimento rapido per costruire matrici ortogonali, anche se di tipo
particolare.
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4 — Campi meridiani

Consideriamo un particolare tipo di campi di vettori su S*~!(K, R)
provvisti di due punti singolari antipodali S, N. Li indicheremo con Mg »
e, per le ragioni che appariranno tra poco, li diremo campi meridiani su
St

Essi sono cosi definiti (figg. 1,2):

Fig. 1 Fig. 2

(4.1)
(i) il vettore mp € Mg,y appartiene al piano SPN;
(ii) la misura di mp & uguale alla distanza di P dal diametro SN
(iii) mp & tangente al semicerchio orientato SPN ed ha la stessa orien-
tazione di esso.
Le linee integrali del campo Mg y sono percid i meridiani di S"~!
relativamente ai punti S e N assunti come poli.
Proviamo che Mg y ha la seguente semplice rappresentazione anali-
tica:

(4.2) m, = ((PK, PN)SP + (PK, PS)PN)/(2R)?.

DiM. Esprimiamo anzitutto il versore (o vettore unitario) versmy e
lo scalare mis mp mediante i punti P, S, N.
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Posto 9 = SPK , poiché m, L PO, dall’equazione parametrica vet-

toriale del cerchio si ricava versmp = (cos(90° + 9)) vers PS + (sin(90° +
9)) vers PN e quindi

(4.3) versmp = (sin J)(vers SP) + (cos?)(vers PN).

Si ha inoltre, ovviamente,

cos ¥ = (PK,PS)
(4.4) (mis PK)(mis PS)
44
sind = (PK, PN)
(mis PK)(mis PN)
d’altra parte, dal triangolo rettangolo SPN, in base a (iii), si ha
. mis PS)(mis PN
) iy — (TEPSYmSPN)

Finalmente, da mp = (mismp)(versmp), tenuto conto delle (4.5), (4.3)
e (4.4), si conclude. 0

5 — Campi meridiani coordinati

Sulla sfera S*~! ¢ IR" introduciamo n particolari campi meridiani,
caratterizzati dall’avere i punti singolari rispettivamente sul primo, se-

condo, ..., ultimo asse coordinato. Li chiameremo campi meridiani coor-
dinati e li indicheremo con X,;,X,,..., X,

Dimostriamo che

(5.1). Le coordinate dei vettori del campo X, sono espresse dagli
elementi della riga h-ma della matrice (3.1).

DiM. Riferiamoci, per maggior chiarezza, al campo X;. E percié S =
(-1,0,...,0), N = (1,0,...,0), per cui PN = (1 — z!, —22,..., —z"),
PS = (-1 — z',—z?%,...,—z"). Inoltre il centro K della sfera coincide
con V'origine O e quindi

(PO,PN)SP = (1 - (z')?%,z*(1 — zt),...,2"(1 —2')) e

(PO,PS)PN = (1 - (2")?, —z*(1 — z'), ..., —z"(1 — z)).
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Dalla (4.2), tenuto conto che R = 1, si ha in conclusione

(5.2) X; = (1 - (2')?, —z'2?,. .., —z'z"). a

Nel seguito useremo le relazioni, valide per h,k € {1,...,n} e h # k:
(5.3) lfl'liS2 X,. =1- (:L'h)2 Ty (X;.,Xk) = —.’thk

con ovvio significato dei simboli.
DiM. Per le (5.1) @ mis’ X, = (1 — (z*)?)? + (z*)? T (z*)?%; poiché
k#h
Y (z*)? = 1 — (z")? si ottiene subito la (5.3),.

E#h
Passiamo alla (5.3);. Posto A ={1,...,n}\ {h,k} si ha

(X X)) = (1— (@) +1 = (2%))(=zz*) + 2P+ 3 ().

i€a
Ma I'ultimo addendo & uguale a z*z*(1—(z")?—(z*)?); percid sviluppando

si ha (X, X) = —2zhzk+mhzk((zh)2+(x")2)+z"a:k(1—(:1:'1)2—(:1:")2) -
—z"z* e si conclude. g

6 — Prodotto di una varietd parallelizzabile per una sfera

Consideriamo una varietd parallelizzabile M™ ¢ R™"(z?,...,z™*?)
e la sfera S c R"*!(y*,...,y"*!). E ben noto che la varieta prodotto

(6.1) M' =M™ x 8" c R™ x R
risulta parallelizzabile. E poi semplice ottenere una p. s. di essa.
Sia infatti {V,,...,V,,} unap. s. di M esiano Yy,..., Ynq41 i campi

meridiani coordinati relativi a S*. Ebbene:

(6.2). Una p. s. di M’ ¢ fornita dai sequenti campi®:

B ndichiamo con (P, Q) il campo su M’ che ha P, Q come rispettive proiezioni su
IR™*! ¢ R"*!. Ovvio il senso nel quale bisogna intendere il simbolo (Wx, Zx).
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W, = 1) 1oy W1 = -1 3
65 (V1,0 Wt = (Viny, O)

Z1 = (yIV,,,,Yl), vy zﬂ+1 = (y"*lvm,Y,,H) .

DiM. Poiché V,,..., V., sono unitari e ortogonali, sono tali anche
Wi, ..., W,._1; & inoltre evidente che (W, Z;) = 0. Si ha poi mis? Z, =
(y*)2 mis® V,,, + mis? Y = (y*)? + mis’ Y, e quindi mis®Z, = 1, per
la (5.3);. E infine (Zs,Z) = y*y* mis’ Viu + (Ya, Yi) e per (5.3); si
conclude. 0

7 — Parallelizzazione di S™ x S" (n=1,3,7)

Ricordiamo le formule che danno una p. s. della sfera S™ c R™*
neicasim=1,m=3, m="1.
Per m =1 si ha il campo

(7.1) T = (—z%,z').
Per m = 3 si hanno i campi

Tl = (_z2’ zly —Z‘, 23) 3
(7.2) T, = (—z3,%, 2!, —2%),
T; = (—z4, -3, 2%, z').

Infine, se m = 7 si ottiene

T, = (22, —2*, 7%, —z°, 28, —25, 2%, —27),
T, = («°, —z%, -z, 2%, 2", 28, 2%, —=f),
T, = (25, —28,27, —28, —2*, 2%, —2°, 1%),
T, = (28, 27, 2%, 2%, -z, —2°, —2%, —=z'),
Ty = (25, z°, —28, -2, —2%, —2', 24, 2%),
Te = (¢7, —z8, —2°, 28, 2%, —z*, —', %),

_ (o4 3 .2 1,87 .8 __&
T, = (z*, 2°, -2, —2', 2% 27, —2°%, —2°).
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Premesso cid, se m € {1,3,7} le (6.3), posto V, = T, (oppure
V, = T se m = 1) danno una p. s. di S™ x S", per ogni n € IN.

8 — Immersione M di $° x $? in R°. Un fenomeno di ostruzione

La pill semplice immersione di $° x §* & data da un sottoinsieme
M di IR? intersezione di due opportuni cilindri rotondi. Indicate con
z!,...,z% y', ¥? ¢° coordinate cartesiane in IR® &, per es.

@1  M={E@)+ -+ =100 +0"+6) =1}

Ebbene, tre sezioni indipendenti del fibrato 7(M) si ottengono nel se-
guente modo. Nello spazio coordinato degli assi £?,. .., z° si considera la
sezione H del fibrato 7(S°) cosi definita:

(8.2) H = {(z? —z', 2%, 2% —z%, —2°)}.

Si hanno allora, utilizzando le (6.3),, le seguenti sezioni, tra loro ortogo-
nali, di 7(M):

K, = (ylH, Yx) , Ko= (y2H, Yz) e K;= (yaH,Ys) .

Si pud ora considerare un sottofibrato a di 7(M) tale che risulti a K &
K,® K3 = 7(M), e cercare sezioni K, ..., K7 di a tali che {K,,..., K7}
risulti una p. s. di M.

Ma cid non & possibile. Nonostante M sia parallelizzabile, I'insieme
K,, K2, K3 costituisce una ostruzione, nel senso che in nessuna p. s.
della varietd possono figurare simultancamente le tre sezioni indicate.

Dimostriamo un’affermazione equivalente e cioé che

(8.3). Il fibrato o non ammette sezioni (ovunque non nulle).
DiM. Per assurdo. Sia J = {j} una sezione di a e supponiamo che

il vettore j(5',j2,...,7°) sia ortogonale a quelli di K;, K ¢ K3. Espli-
citiamo le relazioni (J,K,,) = 0; tenute presenti le (6.3), (5.1) e posto
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l= $2j1 — xljz + zsjs — zajs + $5j4 - :z:“js si ha
(3,Ki) =7[1- @)} - %'y -y  + iy =0,
(8.4) (3,Ka) = ="’y + %1 - (®)}) - *** + * =0,
(3,Ks) = —"y%y' — 8% + 5°11 - (®)] + i* = 0.

Le (8.4) costituiscono un sistema omogeneo in j7, 58, 7%, 1. La matrice
di esso si pud ottenere sopprimendo l'ultima riga della Ap di (3.4) (scritta
nel caso n = 3) e con y!,3?%,3° in luogo di z!,z?,z?); i suoi minori del
terz’ordine sono percid y',3?%,%°%, 0 (non tutti nulli perché (y*)? + (¥%)*+
(¥*)? = 1) e tutte le soluzioni di (8.4) sono fornite da

(85) j7=pyl ) js=py2 ’ j9=py3 , =0 (pGIR).

Ora, & pr,j = (47, 58,7°) e tale vettore & tangente alla sfera S? e percid
perpendicolare a OP = (y!,3?,3%). Dalle (8.5) risulta invece pr,j =
pOP; ne segue p = 0. Ma allora pr, j = 0 e percid j = pr, j.

In conclusione si avrebbe in 7(5®) una seconda sezione non nulla e

ortogonale alla (8.2). Questo & impossibile, per (2.2)z; dunque J non
esiste. 0

9 — Immersione N di S% x §? in IR®

11 procedimento seguito per ottenere una parallelizzazione dei pro-
dotti S* x S™, §% x 8™ e S7 x S™ non ha dunque successo nel caso S° x S2.
E percid necessario seguire una diversa strada.

Consideriamo un’immersione A di §° x §? in R%(u!,...,u®), costi-
tuita da una particolare ipersuperficie rotonda. La varietda N & precisa-
mente ottenuta dalla rotazione della 2-sfera

91) S={(u' =22+ () +(®) =1, =’ =ut =u"=u® =0}

attorno al piano 7 degli assi coordinati u?,u3. La sezione di gola di N &
la 5-sfera

(92) §' = {(")?+@)?+ @)+ @)+ @)’ + (@) =1, v’ =u* =0}
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ed & dunque
(9.3) N=8x5.

E poi elementare riconoscere che 1’equazione di N pud scriversi nella
forma

(9.4) A?’=16B,

avendo posto

A=) +... +(u®)?+3,
(9.5)
B =)+ @)+ (%) +...+ (u®)2.

Introduciamo I'immagine sferica di N
(9.6) sf: N—=8",sf: P—»Q=0+n

in cui n, al variare di P, descrive una delle due sezioni unitarie del fibrato

normale v(N).
Dalle (9.4) e (9.2) discende intanto che il vettore 1 = (€}, £2,...,£8)

con
(9.7 £ =utPAperh=23et" =u"(A~-8)perh=1,4,5,67,8,

risulta ortogonale a A in P(u?,...,u%). Inoltre per (9.7) & misl = A.
Percid si ha, per esempio,

(9.8) n = (1/A)l.
Sempre dalla (9.7), posto
(9.9) t=(A-8)/A,

si otticne n = (tu!, u?, u®, tu?, tub, tus, tu?, tu®).
Risulta infine

(9.10) sf: P(ul,...u®) — Q(tu',u?, u®, tut, tu®, tub, tu”, tu®) .
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10 — Parallelizzazione di N

11 differenziale dell’immagine sferica sf: N' — S7 da luogo ad un'i-
sometria tra gli spazi vettoriali tangenti nei punti corrispondenti P, Q.
Alle sette sezioni di 7(S7) indicate in (7.3) corrispondono cosi altrettante
sezioni di 7(N), che costituiscono la parallelizzazione standard cercata.

Tenuto conto di (9.10) e (7.3), tali sezioni risultano:

T = (u?, —tu!, tuf, —u®, tub, —tu®, tu®, —tu),
T} = (4, —tud, —tu',u?, —tu”, tu®, 0, — 1) ,
T, = (tu®, —tub, tu”, —tud, —tu’,u?, —u?, tut),
(10.1) T, = (tu®, tu, tub, tu®, —tud, —ud, —u?, —tu?),
T, = (tub, tul, —tu®, —tu’, —u?, —tul, tud, u?),
TS = (tu”, —tu®, —tu’, tus, u®, —tut, —tu?,v?),

T, = (tu, u®, —u?, —tu!, tu®, tu’, —tub, —tu®) .

11 — Parallelizzazione di M

Utilizziamo la p.s. di N ora ottenuta per acquisire una p.s. della
varietd M che in IR® & immagine del prodotto S® x §2.

11 problema si risolve passando dalle coordinate (sovrabbondanti)
u,...,u8 su N C IR® alle coordinate z!,...,z%,3',y?%, 33, opportuna-
mente introdotte, in IR®. Con riferimento alla 9.5, consideriamo anzitutto

le proiezioni canoniche
(11.1) pr;: N =S, pr,: N =S,

Per ottencre un’espressione analitica per pr, e pr, & opportuno rappre-
sentare i punti delle sfere S’ e S mediante due nuovi sistemi di coordinate
cartesiane, con origini nei rispettivi centri; gli assi z*, 2?,..., z® del primo
sistema sono orientati come gli assi u*, u4, 5, ..., u®% mentre gli assi 3!, 3?
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c y° del secondo sono orientati come gli assi u!, u?, u2.
? ]

Premesso questo, con elementare calcolo si ottiene
pr, : P(u',...,u®) —P (v'/VB,u'/VB,v*/VB,
(11.2) u*/VB,4"/VB,4*/VB);

pry: P(u!,...,u®) m Py (VB - 2,42, 4%)

ossia
! = u'/VB, z* =u*/VB, z* =4*/VB,
(11.3)
' = u*/VB, 2° =47/VB, z° = u*/VB;
(11.4) v'=VB-2,y'=4, =2,
E ora nccessario rappresentare di nuovo le sezioni TY,..., T; facendo

perd uso delle coordinate z*, y*. Occorre anzitutto procurarsi la rappre-
sentazione analitica dei differenziali

(11.5) dpr,: T(N) - 1(8") dpry : T(N) = 7(5).
Osserviamo in primo luogo che dalla (9.5),, per le (11.3) e (11.4), si ha

zldu! + 22dut + 238du® + idub + z3du’ + 28dud
(v +2)°

(g -

?

(11.6)
dVB = z'du! + 2%du’ + z3du® + zidu® + 23du” + 28dud.
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Differenziando le (11.3), (11.4) e tenendo conto delle (11.6), si ha

dz* =([1 — (z")?]dv’ — z'zdu® — 2’z du+

— z'zidub - plzddu’ — :r.l:z:"d'u,'g)/(y1 +2),

dz? =( — 2zl du’ + [1 — (2%)?]du® — 2®2%du’+

— z2xdu’ — 22z%du" — a:za:sd‘u.s) /@t +2),

dz? =( — 23x1du? — £322dut + [1 — (x3)2]du5+
— z3zdub — 2328du” — zazedus)/ @' +2),
(11.7)
dz* =( ~ zizldu’ — zzdut — z'2Pdub + [1 — (2%)?]du’+

— zizldu’ — :z,"‘:t:"dus)/(?/1 +2),

dz® =( — zidu’ — 82%dut — 2823du® — 3 3dus+
+ [1 — (z%)*)du” — :z5:z:5d'us)/(yl +2),

dz8 =( — z8z'du’ — z8x%du® — 2853 du® — r8x%dub+

- z82°u’ + [1 - (:z;")z]d'u,a)/(y1 +2);

dy' =z'du® + z?du? + z3du® + 2*du’ + 2°du’ + 28du®

(11.8) dy? =du?,

dy® =du®.
Inoltre da (9.9) e (9.4) discende t =1 — 2/v/B e, in base a (11.4),

(11.9) t=y'/(y'+2).
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Da (11.3) e ancora (11.4); segue
(11.10) tu' =z'y', tuh=zh3 per h=4,5,6,7,8.
Si conclude percid che risulta

T, =(y2, —zly!, 2y, —®, 2iyt, —zyt, 25, _xsyl) ’

Tl2 =(y3s _z2y1’ —zlyla y2’ —z5y1$ fCGyl, 23y1’ —xdyl) )

T, = ($3y1’ —zhy!, 28y, —zByt, —z'yt, y, —P, a:zyl) ,
T, =(:z:6y1,:z:5y’, iyt 28y, —z%y, —13, —1%, _zlyl) ,
T, =(z‘y1,z3y1, —~afyl, —z%y!, —y?, —zlyl,xzyl,ys) ,
T, =(:z:5y‘, —z5y!, —z3y!, 2%y, 3, —zy!, _zlyl’yz) ,
T, = (xzy', ¥, =12, 2!, 2", 28y, —z'yh, —xayl)

12 — Continuazione

Siamo ora in grado di indicare una p.s. della varietd M introdotta in
8.1. E opportuno indicare separatamente prima e seconda proiezione dei
campi Z,, ..., Z; che la costituiscono; utilizziamo anche la sezione H di
7(83) gia considerata ed i campi meridiani coordinati Y, Y2, Y3 su S2.
Poniamo infine

ll =:z:3y3 . xlyﬁ’ l2= _(xxya + 3:23/2) , la=$5y3 _ x4y2 ,
(12.1)

li=z'y® + 252, Iy =2y® — 2%° le= _(zays + xsyz) )

Premesso cid, i campi Z,,...,Z; sono cosl individuati:
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(12.2)

(12.3)

pr, Z, = (y2 +z'ly, -y + 2%, 2t + 23,
— 3y + 24, , 28yt + 28, —2yt + :z:ell) ;
pr, Z2 = (y3 + 1"112 ’ yz + 3:212 ] —l’ayl + z3l2 ]
:L.Gyl + z412 , :z:ayl + 250, , —x‘yl + :1:612) :

pr, Z; = (z”y‘ +z'ly, —z% + 2%, —z'y' + 213,
v+ iy, — + 28, 22yt + :z:sl;,) :

pryZ, = (rr“y‘ +z'ly, Y + 22, 2Pyt + 20,
-3+ 2, -2+ 2, —zlyt + :1:614) ;

pr, Zs = (:z:“yl +zls, -8yt + 22l , =% + 205,
—zly' + 25, 2Py + 20, P+ m“ls) ;

pr, Zg = (-’1753/1 + z'lg, 'y + 2%ls, y° + 2L,

-2yt + 2, —ztyt + 28, Y2 + zsls) ;

pr, Z; = (%", —z'y', 2,2, —zty', —2%y').

pr,Z, = r*Y, + r'Y3, pr, Z, = —z'Y, + z2Y3,
pr, Z;, = .’l:sYz + fL"Ya , pPro Z4 = $4Y2 - $5Y3 )
pr,Zs = —z°Y, — 2°Y,, pr,Zg = —z°Y, + %Y,

Pr, Z7 =Yl .

DiM. Si considerano le sezioni T%,. .., T; date in (11.11), che costi-
{uiscono una p.s. della varietd M. Mediante le (11.7) applicate ai campi
di vettori suddetti ¢ utilizzando le (12.1) si ottengono le (12.2). Per le
(12.3) ci si basa in modo analogo sulle (11.8). 1]
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(12.4) OsseERVAZIONE. Eseguendo i prodotti scalari tra H e i campi
pr, Z, per h=1,2,...,6 e ricordando le (12.1) si ha

(prl zhH> = —l3, (prl Z,, H) =1, (pr1 Z,, H) =l,
(12.5)
(pr; Z4, H) = —5. (pr; Zs,H) =lg, (pr,Ze, H) = —Is.

(12.6) OsSSERVAZIONE. Dalle (12.2) e (12.3) si rileva che una delle
sette sezioni di 7(M), cioe Zy, & direttamente collegata alla sezione H ed
al campo meridiano Y. Per le altre sei, le seconde proiezioni riconducono
ai campi meridiani Y5, Y3, mentre le prime appaiono come somma di tre
vettori uno dei quali appartiene ad un piano coordinato e gli altri(® sono
rispettivamente tangente e normale a S°.

13 — Parallelizzazione di S°% x S™

Passiamo ai prodotti S° x S con n diverso da 1, 2, 3, 7. Sia la varieta

M’ ={P€R"+7(:v1,...,x°,y1,...,y“"'l): (@) +...+(z%) =1,
(13.1) 2
()2 +...+ ™) =1}.

Indichiamo con F) la matrice 6 x 6 costituita dalla coordinate dei primi
sei vettori in (12.2) e sia F; la matrice 6 x (n + 1) ottenuta in modo
analogo dalle (12.3). Ebbene:

TEOREMA 13.2. Si ha una p.s. di M’ mediante i campi Z},...Z;
indicati dallo schema seguente nel quale la seconda e la terza colonna
indicano le proiezioni dei campi rispettivamente su T(S®) e su 7(S").

©)Riferendosi a pr, Z,, i tre vettori indicati sono rispettivamente (¥?,~¢%,0,0,0,0),
0,0,y 'z?, —y'23, y'z®, —y'z%) e (z'h, 2%, ..., 2%0).
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z
: F y 28
Zs
Zl7 ylH Y1
y /8 v'H Y,
s y"t'H Yoi1.

DiM. Bisogna provare che: (i) i campi 2, sono unitari; (ii) i campi
Z', Z', sono ortogonali (con 7, s =1,...,1m +5).

(i). Se r € {1....,6} risulta mis® Z, = mis®pr, Z! + mis® pr, Z/;
d’altra parte ¢ pr, Z/, = pr, Z, mentre risulta mis? pr, Z!. = mis? pro Z,,
tenuto conto delle (12.3) ¢ delle (5.3). E percid mis? Z!. = mis? Z,. = 1.

Sc inveee r € {7,....n+ 5}, dalle (13.3), ricordando (5.3), c il fatto
che misH = /, si ha direttamente mis*Z, = (') +1 - (3')? = 1, ove
t=1scr=7, altrimemti { =r —4.

(ii). Se r. s € {1,....G6} ci si riconduce conic sopra ai campi Z,, Z, ¢
ci si basa sulle (5.3). Se r. s € {7,...,n+ 5}, tenendo conto di (5.3), con
ovvio siguificato di ¢ ¢ ' si ha subito (Z],Z') = y'y" —y'y" = 0. Restano
icasi r € {1,....6}. s € {7,...,n + 5} che cscmplifichiamo ponendo
r=1.s=8 E(Z|.Z}) = (pr, Z|.y"H) + (z*Y, + 2' Y}, Y,). Facendo
uso delle (12.5) ¢ (5.3); si ha (Z{,2Z}) = —Ly' — 2%%y* — 'y che &
uguale a zero per la seconda delle (12.1).

14 — Parallelizzazione dei prodotti di tre o piu sfere

Consideriamo infinc il prodotto S” x §9 x §9 x ... x S% con p dispari
er > 2. Una p.s. di esso si ottiene subito, per ricorrenza, mediante (6.2)
e utilizzando (7.1), (7.2), (13.3) e (7.3) a seconda che sia, rispettivamente,
p=14,p=3,p=5p=T.
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