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RIASSUNTO - In connessione con la questione dell’osservabilita di processi evolu-
tivi, si fornisce un'analisi di concetti di stabilita totale condizionata, di stabilité totale,
cioé, ristretta a classi di perturbazioni della legge di evoluzione. Proprietd di stabilitd
totale condizionata vengono in particolare discusse per l’equilibrio e per i moti mero-
statici nella meccanica dei sistemi olonomi.

ABSTRACT — In connection with the problem of observability, properties of total
stability restricted to classes of perturbations of the governing equation are analyzed. In
particular, these properties are discussed for the equilibrium as well as the merostatic
motions of mechanical holonomic systems.
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1 - Introduzione

La nozione di stabilitd totale uniforme, secondo la classica defini-
zione di G.N. DuBOSIN [2], ha un ruolo fondamentale nello studio del

(*)Lavoro svolto nell'ambito della ricerca finanziata dal MURST (40%) e dal GNFM
del CNR.
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moto di un sistema meccanico. Infatti, nella schematizzazione della legge
che governa il moto di un tale sistema,vengono necessariamente trascu-
rate piccole perturbazioni, dato che, per quanto accurati siano i mezzi di
misura, le costanti meccaniche strutturali e le forze agenti sono determi-
nabili solo a meno di piccoli errori o incertezze. Analoghe considerazioni
possono naturalmente essere svolte per la legge di evoluzione di un qua-
lunque sistema fisico. Si pone allora il problema di determinare sotto quali
condizioni queste perturbazioni, nonché le perturbazioni dei dati iniziali,
non provochino forti deviazioni rispetto al tipo di evoluzione previsto per
il sistema. Questioni varie di stabilitd totale di natura sia teorica che
applicativa hanno incontrato un notevole interesse particolarmente nel-
Pambito della scuola sovietica (cfr. ad es. [3], [5], 6], [12], [16]). I.G.
MALKIN [6] ha mostrato che, sotto opportune ipotesi di regolarita, la sta-
bilitad asintotica uniforme implica la stabilita totale uniforme, fornendo
cosi un interessante legame tra un tipo di stabilita rispetto alle sole con-
dizioni iniziali e la stabilita totale. Tale risultato & stato poi generalizzato
in vari modi al caso di fenomeni evolutivi rappresentabili tramite sistemi
dinamici ordinari o generali (cfr. ad es. [8], [15], [17]).

Il problema della stabilitad totale appare connesso a quello della os-
servabilita stessa del processo evolutivo ([1], [9]). In certi casi, peraltro
di grande interesse, la mancanza di stabilita totale uniforme pone seri
problemi sulla osservabilita o quanto meno sulla compatibilita tra tale
osservabilita e lo schema adottato. E ad esempio noto che una posizione
di equilibrio di un sistema olonomo conservativo non & mai uniforme-
mente totalmente stabile. E perd anche noto che, nelle stesse ipotesi del
teorema di Lagrange-Dirichlet, una posizione di equilibrio isolato & unifor-
memente asintoticamente stabile, e quindi uniformemente totalmente sta-
bile, quando si abbandoni lo schema conservativo e si prendano in con-
siderazione le piccole perturbazioni strettamente dissipative trascurate
nella prima approssimazione.

Una ragionevole spiegazione dell’osservabilita, anche senza modifica-
zioni dello schema adottato, pud essere ottenuta rinunciando alla richiesta
molto rigida di un comportamento stabile rispetto ad ogni tipo di pertur-
bazione, e richiedendo invece che tale comportamento sussista rispetto a
classi di perturbazioni che nel problema in esame appaiono di interesse
preminente. Ad esempio nella meccanica celeste assumono importanza
fondamentale concetti di stabilitd totale rispetto a perturbazioni conser-
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vative, cioé a perturbazioni che portano da un sistema conservativo ad
un altro sistema conservativo.

Nel modo piu naturale nasce cosi I'esigenza di studiare I’esistenza
di una proprietd di stabilitd totale rispetto a perturbazioni verificanti
appropriate condizioni (stabilita totale condizionata). Una formulazione
generale del problema della stabilita totale condizionata del moto viene
fornita nella Sezione 3 per un generico sistema di equazioni differenziali
ordinarie, evidenziando, in particolare, alcune relazioni che la nozione
di stabilita totale ha con la stabilitd (alla Liapunov), nel caso in cui le
perturbazioni della legge di evoluzione siano nulle in corrispondenza del
moto predetto. In tal caso la stabilitd totale condizionata non sempre
coincide con la stabilita secolare del moto rispetto alle perturbazioni in
esame, ciog con la proprieta che il moto sia stabile e che la stabilita si
preservi per effetto delle anzidette perturbazioni.

Nella Sezione 4 viene discussa la stabilita totale condizionata dell’e-
quilibrio considerando un sistema olonomo soggetto a forze posizionali
conservative ed a forze dissipative, in senso lato, comprendendo cioé¢ an-
che le perturbazioni di potenza nulla. Le perturbazioni rispetto a cui
viene analizzata la stabilitd del comportamento sono tutte e sole quelle
che si ottengono modificando 'energia cinetica, il potenziale della sol-
lecitazione conservativa e la sollecitazione dissipativa, senza alterare lo
schema lagrangiano.

Estensioni al problema della stabilitd totale condizionata dei moti
merostatici di un sistema olonomo a coordinate ignorabili vengono infine
fornite nella Sezione 5.

2 — Stabilita alla Liapunov e stabilita totale per equazioni diffe-
renziali ordinarie

Sia I C IR un intervallo non limitato supecriormente e sia D C IR® un
aperto contenente Porigine 0 di IR*. Consideriamo 1'equazione differen-

ziale

(21) T =f(t,:t),

con f € C(I x D,IR*), f(t,0) = 0. Per (to,20) € I x D sia F(ty, o)
I'insieme delle soluzioni non prolungabili di (2.1) soddisfacenti il sistema
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di condizioni iniziali (£, o). Per z € F(t, o) siano J(z) l'intervallo di
esistenza di z e J*(z) = {t € J(z),t > to}. Denotiamo con | - || la
norma euclidea in R® e con S(v), v > 0, la sfera {z € R”: |jz|| < v}. Sia
x = sup {7y > 0: S(y) C D}. Richiamiamo alcuni concetti di stabilita
alla Liapunov. La soluzione z = 0 di (2.1) si dice: (i) stabile se per ogni
to € I e per ogni € € (0,x) esiste § = 6(%y,€) € (0,€) tale che 'essere
l|zo]l < 6, z € F(to, zo), implichi ||z(t)]| < € per t > t; (ii) uniformemente
stabile se & stabile e § pud essere scelto indipendentemente da ¢, cioé se
per ogni € € (0, x) esiste § = 6(¢) € (0,¢) tale che l'essere tp € I, |jzo|| <
8, € F(to,xo), implichi ||z(t)|| < € per t = to; (iii) uniformemente
asintoticamente stabile se & uniformemente stabile ed esiste o € (0, (7))
per qualche v € (0, x), tale che se ty € I, ||2o]| < o, £ € F(to,z0), allora
z(t) — 0 per ¢ — +oo uniformemente in (to, zo); (iv) instabile se essa
non & stabile, se cioé esistono ¢y € I, n > 0, una successione {z;} in D,
llz:]l — 0, tale che per ogni ¢ € IN esistano = € F(t,z;) e t € J*(z) con
=)l > 7.

Se £ = 0 & stabile, allora per fissati 2o, £ I'estremo superiore (£, €)
dell’insieme dei numeri (¢, €) soddisfacenti la condizione espressa in (i)
verra detto raggio di stabilitd. Analogamente se z = 0 & uniformemente
stabile, per ogni fissato € chiameremo raggio di uniforme stabilita 1'e-
stremo superiore 7(¢) dell'insieme dei numeri §(¢) soddisfacenti la condi-
zione espressa in (ii). Se infine z = 0 & instabile e o & I'istante in (iv)
(nel qual caso diremo anche che z = 0 & to-instabile), porremo

R(to) = sup {n > 0: esiste {z;} C D, ||z;|| — 0, tale che per ogni
i € IN esistano = € F(to,z;) e t € J*(z) con ||z(t)|| = n}.

1l numero R(to) (finito o infinito) si chiamera raggio di instabilita relativo
a to.

Sia F l'insieme delle funzioni continue limitate definite in I x D, a
valori in IR*, munito della norma C°, che indicheremo con |:|.. Per h € F
I’equazione

(2:2) & = f(t,z) + h(t,z)
si chiamera un’equazione perturbata dell’equazione (2.1). Quest’ultima

si dira ’equazione imperturbata. Per (to, zo) € I x D sia F'(h, 1o, Zo) l'in-
sieme delle soluzioni di (2.2) soddisfacenti la condizione iniziale (to, Zo).
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La soluzione z = 0 di (2.1) si dice: (i) totalmente stabile se per ogni t, € I
ed € € (0, x) esistono 8; = 8;(to,€) € (0,€), 62 = 63(to,€) > O tali che
Iessere ||zo]| < 61, b € F, |h|c < 82, e z € F(h,to,z,), implichi [|z(t)] < €
per t > tg; (ii) uniformemente totalmente stabile se & totalmente stabile
e 8, 8, si possono assumere indipendenti da %,.

1l classico risultato di Malkin a cui abbiamo gi4 accennato nella Se-
zione 1 mostra che se f & sufficientemente regolare la uniforme totale
stabilitd & una proprieta pit debole della uniforme asintotica stabilita:

TEOREMA 2.1. Supponiamo che la funzione f soddisfi una con-
dizione uniforme di Lipschilz, cioé supponiamo che per ogni compatto
K contenuto in D esista una costante v(K) > 0 tale che ||f(t,z:) —
Ft,z2))l € v(K)|zy — z2|| per ognit € I e z,,x2 € K. Allora se la
soluzione nulla di (2.1) é uniformemente asintoticamente stabile, essa é
uniformemente totalmente stabile.

Tale teorema non & in generale invertibile. La caratterizzazione della
uniforme totale stabilitd tramite le proprieta di stabilita dell’origine del
sistema imperturbato & in generale un problema aperto. Tale caratteriz-
zazione & invece nota nel caso di sistemi differenziali periodici, in parti-
colare autonomi, per i quali f € C(I x D,IR®) & localmente lipschitziana
in . Per un tale sistema denotiamo con 7 un periodo positivo e con
z(t, %9, Tg) la soluzione passante per (f,zo) € I x D. Un insieme con-
patto U C D dicesi T-contraente se esistono ¢ in I ed un compatto A C
int (U) tali che se zo € U, allora z(t,t,, 7o) esiste per t € [to, o + 7]
e si ha z(to + 7,0, o) € A. 1l seguente teorema & stato fornito in (15]
come generalizzazione di un teorema di SEIBERT [17) relativo a sistemi
autonomi.

TEOREMA 2.2. Supponiamo che f € C(I x D,IR®) sia localmente
lipschitziana in x e verifichi la condizione f(t+7,z) = f(t,x) per qualche
T > 0. Allora la soluzione nulla di (2.1) & uniformemente totalmente
stabile se e solo se essa é stabile e l'origine di IR® ammette un sistema
Jondamentale di intorni compatti T-contraenti.

1l teorema di Liouville sull’invarianza dei volumi per i sistemi aventi
divergenza spaziale nulla, conduce al seguente corollario del Teorema 2.2.
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COROLLARIO 2.1. Supponiamo che f € C(I x D,R") sia periodica
in t, di classe C! in z e a divergenza nulla rispetto ad z, cioé

~Of _
(2:3) ; 5o = 0-

Allora x = 0 non ¢ uniformemente totalmente stabile.

3 — Stabilita totale condizionata

In dipendenza della natura del problema di evoluzione governato dal-
Pequazione (2.1), classi di perturbazioni di f soddisfacenti opportune con-
dizioni possono essere di interesse prevalente. Acquistano allora rilevanza
concetti con i quali la condizione della stabilita totale viene ristretta a tali
classi di perturbazioni. In maniera del tutto generale consideriamo uno
spazio di Banach B e sia |- |z una norma per B. D’ora in avanti indiche-
remo con 0 lo zero di IR* con s > 1 qualsiasi e con w lo zero di B o di una
qualunque proiezione di B. Sia A C B un dominio contenente 1’origine w

di B ed evente w come punto di accumulazione. Sia g € C(I x D x A,IR*)
un’applicazione tale che

(K) a(lAls) < [|g(t, 2, A) — f(t,2)|| < b(1Als)

per ogni (t,z,A) € I x D x A e per una qualche coppia di funzioni continue
a,b: R* — IR*, nulle nell’origine, e strettamente crescenti. Denotiamo
con U l'insieme delle perturbazioni di f tali che h € U implichi I’esistenza
di X in A con h(t,z) = g(t,z,)). Per ogni A € A consideriamo I’equazione

(3.1) T = g(t,z,)

e per ogni (to,Zo) € I x D indichiamo con G(,to, To) I'insieme delle
soluzioni non prolungabili dell’equazione perturbata (3.1) soddisfacenti la
condizione iniziale (¢g, Zo). Diremo che la soluzione z = 0 dell’equazione
imperturbata & U-totalmente stabile se per ogni to € I ed £ € (0,x)
esistono o, = 0y (to,€) € (0,€), 02 = o2(to,€) > O tali che essere ||z,|| <
o1, A € A, |\|lg < 02, ed T € G(A,to, Zo), implichi ||z(t)]] < € per t >
to. In altri termini la soluzione £ = 0 dell’equazione imperturbata & Y-
totalmente stabile se la soluzione z = 0, A = w del sistema & = g(t, z, A),
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A = 0 & stabile nel senso di Liapunov. Se per 0, e o, si possono assumere
numeri indipendenti da #, la /-totale stabilita dicesi uniforme.

Assumiamo ora in particolare che g(¢,0,A) = 0 per ogni A € A, co-
sicché z = 0 & soluzione di (3.1) per ogni A € A. A priori non si ha
nessuna relazione tra la totale stabilitd della soluzione nulla dell’equa~
zione imperturbata (2.1) e la stabilitd della soluzione nulla di ciascuno
dei sistemi perturbati. Si possono in particolare verificare le seguenti
eventualita: (a) l'origine & stabile rispetto a tutte le equazioni pertur-
bate e non & U-totalmente stabile; (b) 'origine & instabile per tutte le
cquazioni perturbate (con A # w) ed & U-totalmente stabile. Gli esempi
che seguono mostrano come ciascuna di queste eventualita possa effetti-
vamente presentarsi.

Esempl. Consideriamo i due sistemi in z = (z,, z2)

I, =-—Ty— Azl‘l + A$1($¥ + :z:g)
(3.2) \ ) 2
Ep = 1 — A’zp + Az2 (2] + 73),

(3.3) & = —z5 — 7,(22 + 22) + Az,
3.3
iz =T — zg(zf + .’L‘g) + )\:1:2 N

dipendenti da un parametro A € R* = A. Penseremo questi due sistemi
definiti in un aperto limitato D del piano contenente l'origine. Indiche-
remo con || - || la norma euclidea in IR? e con x la distanza dell’origine
da dD. Per ogni A € R* si ha che z = 0 & soluzione sia di (3.2) che di
(3.3). Per ciascuno di questi sistemi assumeremo come imperturbato il
sistema che si ha per A = 0. Per quanto riguarda il sistema (3.2), l'origine
¢ uniformemente asintoticamente stabile per A > 0 (con una regione di
attrazionc che tende a zero per A — 0) ed & uniformemente stabile per
A = 0. Invece, come ¢ facile dimostrare, la soluzione nulla del sistema
imperturbato non & totalmente stabile rispetto alla famiglia dei sistemi
perturbati (3.2), ciod non & U-totalmente stabile con

U = {hr: D= D, hx(z) = Az(llz]* = X), A 2 0}.

Cid si pud dimostrare tramite la funzione di Liapunov V(z) = [iz]|?, 1a cui
derivata lungo le soluzioni di (3.2) & data da Vy(z) = 2Ajz|i*(llz|l? — A).
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Supponiamo per assurdo che la soluzione nulla del sistema impertur-
bato sia U-uniformemente totalmente stabile. Fissato ¢ € (0, x), siano
o1 = 01(€), 02 = 02(€) i due numeri associati a € nella definizione di sta-
bilita totale. Possiamo sempre assumere che sia 0, < o2. Sia A € (0, 03).
La circonferenza di equazione ||z]|2 = A & l'orbita di una soluzione di
(3.2). Siano allora t; € I ed z, tale che (A\)? < ||lzof| < ;. Sia
z(t,t9, To) la soluzione di (3.2) di condizioni iniziali ¢y, To. Per 'unicita
delle orbite di un sistema autonomo risulta ||z, (¢, 0, Zo)[|2 > A € quindi
Vi(za(t, to, Zo)) > 0. Si ha pertanto V (zx(t, to, Zo)) > V(ze) = Vo > A e
quindi
V,\(.’lf,\(t, to,zo)) > 2AV0(V0 - A) >0.

Allora V(z,(t,to, Zo)) — +00 per t — +oo laddove I'anzidetta ipotesi
di stabilita totale implica V (zx(t,to, zo)) < €2 per ogni t > to. Per la
soluzione nulla del sistema imperturbato e per il predetto insieme U di
perturbazioni si verifica quindi la situazione (a).

Per quanto riguarda il sistema (3.3) si ha che per A = 0 la soluzione
nulla ¢ uniformemente asintoticamente stabile, ¢ quindi uniformemente
totalmente stabile grazie al Tecorema 2.1. Invece 'origine & instabile per
qualunque A > 0, come si vede facilmente ancora tramite la funzione di
Liapunov V(z) = [|z]|?>. Per la soluzione nulla del sistema imperturbato
si verifica quindi la situazione (b) rispetto alla famiglia dei sistemi per-
turbati (3.3), ciod tale soluzione & U-uniformemente totalmente stabile
con

U={hy: D= D,hy(z) = Az, A 2 0}.

In generale, circa le eventualita (a) e (b), sussiste la seguente propo-
sizione.

PROPOSIZIONE 3.1. Assumiamo g(t,0,)\) = 0 per ogni A € A. Si
ha:

(I) Supponiamo che per ogni A € A la soluzione nulla di (3.1) sia stabile
¢ sia T(\, to, €) il corrispondente raggio di stabilita. Allora condizione ne-
cessaria e sufficiente affinché la soluzione nulla di (2.1) sia U-totalmente
stabile ¢é che per ognito € I ed € > 0 si abbia }ergr(A,to,e) > 0.

(11) Supponiamo che per ogni A € A la soluzione nulla di (3.1) sia unifor-
memnente stabile e sia (X, €) il corrispondente raggio di stabilita uniforme.



[9] Sulla stabilita totale condizionata nella etc. 483

Allora condizione necessaria e sufficiente affinché la soluzione nulla di
(2.1) sia U-uniformemente totalmente stabile & che per ogni e > 0 si
abbia ){im’r(A,s) > 0.

(IIT) Supponiamo che per ogni A € A — {w} la soluzione nulla di (3.1)
sia tg-instabile per uno stesso ty in I. Allora, se }itr:,"R(,\, ) >0, la

soluzione nulla di (2.1) non é U-totalmente stabile.

DiM. (I). Supponiamo che la soluzione nulla di (2.1) sia U-totalmente
stabile. Fissati to € I e € € (0, x), siano 0, = 01(to, €), 02 = 02(to,€) i
numeri associati a ¢y, € nella definizione di U-totale stabilita. Siano A € A
tale che |A|g < 02, 7o € S(0,1), € € G(A, tg, Zo). Si ha allora ||z(t)|| < ¢
per t > t,. Pertanto r()\,to,€) 2 0, e quindi risulta }Ln::r(A, to,€) = oy.
Supponiamo viceversa che li_r.nw’r(/\, to,€) > 0. Fissati to € I e € € (0,x)
esistono allora oy = 0y(tg,€) € (0,¢), o2 = 02(to,€) > O tali che se
Al < o risulta (), to,€) > oy. Allora lessere [|2o]] < 01, [Alp < 02 €
T € G(\, to, zo) implica ||z(t)]] < &, per t > to. La dimostrazione di (I) &
quindi completa.

(II). La dimostrazione & analoga alla precedente.

(IIT). Esistono ¢ € (0, x) e una successione {Xi} C A, A = w, taliche
R(\i, to) > € per ogni i € IN. In virtl della stessa definizione di R(\;, %)
si riconosce allora che per ogni o € (0,x) e per ogni i € IN esistono
z; € S(0), z € G(\i, to,z;) tali che ||z(t)]| > € per qualche ¢ > t,. Cio
chiaramente conclude la dimostrazione.

La Proposizione 3.1 (I1I) non ¢ in generale invertibile. Consideriamo
ad esempio il sistema piano &, = —z3, £2 = I in un aperto limitato D del
piano contcnente Porigine, ¢ l'insicme di perturbazioni dipendenti da un
paranctro scalare U = {hy: D — D, hy(z) = Az([|lzfi2 — A)%, A > 0}. Per
ogni A > 0 l'origine & instabile per il corrispondente sistema perturbato,
con un raggio d'instabilita (indipendente da ¢p) che tende a zero per
A — 0, laddove la soluzione nulla del sistema imperturbato & stabile ma

non U-totalinente stabile.

4 — Sistemi olonomi e stabilita totale condizionata dell’equilibrio

Siano ® ¢ ¥ due insiemi aperti limitati di R", n» > 1, contenenti
'origine. Siano poi T € C'(® x ¥,R) e Il € C'(®,R) tali che: (a)
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T(q,v) = (1/2)(v, A(q)v) dove A(g) & una matrice n X n simmetrica
¢ definita positiva e (-, ) denota il prodotto scalare; (b) II(0) = O,
VII(0) = 0. Consideriamo il sistema del primo ordine nello spazio a 2n
dimensioni

dit g(q, 'u) - Z—f(q,v) = —VII(q) + Q(t: ‘I)v)
4.1) i
il

dove Qe C(IRx®x ¥, IR") & limitata e soddisfa la condizione (Q(¢, g, v), v)
< 0 per ogni (t,¢,v) € Rx®x¥. La prima equazione di (4.1) & risolubile
rispetto a v e allora (4.1) pud essere ricondotto alla forma (2.1) con s =
2n, z = (¢q,v), I =R, D = $x ¥. Conserveremo nella trattazione di (4.1)
tutte le notazioni della Sezione 2. Denoteremo inoltre con S’'(vy) la sfera
{g € R": ||q|| < 7} Se go € ® soddisfa la condizione VII(go) = 0 diremo
che g e II(go) sono rispettivamente un punto critico e un valore critico di
II. 1l sistema (4.1) governa il moto di un sistema olonomo S ad n gradi
di liberta, a vincoli indipendenti dal tempo e privi di attrito, di energia
cinetica T, soggetto alla forza posizionale conservativa F' = —VII e alla
forza dissipativa Q. La continuita di Q e la condizione (Q(t,q,v),v) <0
implicano Q(¢,q,0) = 0. Allora go € ® & una posizione di equilibrio se e
solo se go & punto critico di II. In particolare ¢ = 0 & una posizione di
equilibrio di S. La derivata lungo le soluzioni di (4.1) dell’energia totale,
H = T + I, soddisfa la condizione H(t,q,v) = (Q(t,q,v),v) < 0.

Ricordiamo che la forza Q & detta: (i) non energica se (Q(t,q,v),v) =

0; (ii) girostatica se essa & non energica ed inoltre @ & indipendente da ¢
¢ lineare rispetto a v; (ii) strettamente dissipativa se per ogni (t,q,v) €

R x & x ¥ si ha (Q(t,g,v),v) £ —a(||v||) dove a € C(R*,IR¥) & una
funzione nulla nell'origine e strettamente crescente. In corrispondenza
il sistema S si dice: (a) conservativo se ) & non energica; (b) posizio-
nale conservativo se Q(t,q,v) = 0; (c) strettamente dissipativo se Q &
strettamente dissipativa.

Supponiamo per un momento che nel sistema (4.1) i coefficienti dell’e-
nergia cinetica e dell’energia potenziale siano di classe C? esia Q(t,q,v) =
0. Consideriamo la forma hamiltoniana del sistema (3.1) e indichiamo con
p il vettore momento associato a ¢. Sia 0: ¢ = q*(t), p = p°(t) un moto
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di S. Tramite la trasformazione z = g — ¢*(¢), ¥y = p — p*(t), le equazioni
del moto prendono ancora una forma canonica del tipo

, oH . OH
(4.2) = "5z z= Fy- ’
con H(t,y,z) di classe C? in (y,z) e con (8H/8y) e (8H/8z) entrambi
nulli per y =0, 2=0et € R. Il moto o & rappresentato dalla soluzione
y =0, 2 =0di (4.1). Il secondo membro di (4.1) soddisfa la condizione
(2.3), inoltre se ¢ & un moto periodico, la funzione H & periodica in ¢. Dal
Corollario 2.1 segue allora che nessun moto periodico (in particolare nes-
suna posizione di equilibrio) di & puo essere uniformemente totalmente
stabile. Si pud inoltre mostrare che neppure sussiste una proprieta di
uniforme totale stabilita ristretta all’orbita di o nello spazio delle fasi.
Sono proprio risultati di questo tipo che fanno emergere seriamente il
problema della osservabilita dei moti nella meccanica dei sistemi olonomi
conservativi. Noi ci limiteremo in questa sezione alla stabilita dell’equili-
brio ponendoci perd nel caso generale del sistema (4.1). Come abbiamo
accennato nella Sezione 1, si potra pervenire ad una ragionevole spiega-
zione dell’osservabilita, senza modificazioni dello schema, ma richiedendo
un comportamento stabile rispetto a classi di perturbazioni che appaiono
di interesse prevalente.

Riprendiamo precisamente in esame il sistema (4.1) nelle ipotesi as-
sunte all’inizio di questa sezione, e conserviamo tutte le no_ta.zioni delle
Sezioni 2 e 3. Siano B; lo spazio delle funzioni C*(® x ¥,IR) con la
norma C!, B, lo spazio delle funzioni C*(3,IR) con la norma C' e B;
lo spazio delle funzioni limitate C(IR x & x ¥,IR) con la norma C°.
Consideriamo lo spazio B, x B, x B; munito ad esempio della norma
|18 =1|"|s, +||B, + | |5, Siano ancora A, il sottoinsieme di B, co-
stituito dalle funzioni tali che A;(g,v) = 3(v, Ax, (q)v) dove Ax, (g) & una
matrice n X n simmetrica e definita positiva. Denoteremo inoltre con As
il sottoinsiemec di By costituito dalle funzioni tali che (As(t,q,v),v) <0
per ogni (¢,q,v) € R x ® x ¥. Posto Ay = By, sia A = A x Az x Az. Per
ogni A = (A}, Az, A3) consideriamo il sistema che si ottiene da (4.1) sosti-
tuendo T, 11, Q rispettivamente con T + Ay, IT+ Az, @ + As. Si controlla
facilmente che questo sistema pud essere ricondotto alla forma (3.1) con g
soddisfacente la condizione (K), avendo scritto il sistema (4.1) nella forma
# = f(t,z). Con riferimento a quest’ultimo sistema, ed a A, definiremo
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I'insieme U come nella Sezione 3. Ci occuperemo ora della stabiliti totale
condizionata della soluzione ¢ = 0, v = 0 di (4.1) rispetto all'insieme Y
delle perturbazioni, il quale tiene ovviamente conto solo degli errori nella
determinazione della forza viva, dell’energia potenziale e della sollecita-
zione dissipativa. Il teorema che segue mostra che nelle stesse ipotesi
del Teorema di Lagrange-Dirichlet, la soluzione nulla del sistema (4.1)
& uniformemente totalmente stabile rispetto alle predette perturbazioni.
Esso mette in luce per il sistema (4.1) un tipo di proprietd giad posto
in evidenza in [13] e per un generico sistema di equazioni differenziali
ordinarie in [14, 16].

TEOREMA 4.1.  Se l’energia potenziale ha un minimo proprio in
qg = 0, allora la soluzione ¢ = 0, v = 0 di (4.1) é U-uniformemente
totalmente stabile.

DiM. La dimostrazione non & sensibilmente diversa da quella del Teo-
rema di Lagrange Dirichlet. Nelle ipotesi fatte, la funzione H(g,v) =
T(q,v)+1I(g) relativa al sistema (4.1) & definita positiva in (g, v). Fissato
e € (0,x) abbastanza piccolo e posto m = min {H(q,v), ||(g,v)]| = €},
si ha m > 0. Per ogni A € A indichiamo con H), l'energia totale rela-
tiva al sistema perturbato corrispondente. Lungo le soluzioni del sistema
perturbato si ha

(4.3) Hi(t,q,v) <0 perogni A€A
ed esistono o, = o1(€) € (0,¢) e a2 = 02(€) > 0 tali che si abbia insieme
m
IHA(QO,'UO)| < 2 se "(QO)'UO)” <oe€ I)"B < 02,
m
Hy(g,v) 2 0} se (g v)]|=€e|A|z <o2.

Scelti to € R e (go,v0) tale che ||(go,v0)l|<a1, sia (g(t),v(t)) € G(A, to, go,vo)-
Per tale soluzione risulta [|(g(t), v(t))|| < € per ogni t > ¢o. Infatti, se per
assurdo esistesse £; > tg tale che

(e, v)|| <& perogmi ¢t € lto,tr) e || (altr) wit))]| = e

allora la funzione H, crescerebbe lungo tale soluzione da un valore < di
m/2 ad un valore > m/2 e cid & assurdo per la (4.3).
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OSSERVAZIONE 4.1.

(i) Sia A € A — {w} tale che VII,(0), tale cioé che ¢ = 0 sia una posi-
zione di equilibrio per il corrispondente sistema perturbato Sy. Allora, in
conformita a quanto si & osservato nella Sezione 3, per quanto A sia pros-
simo ad w, la stabilita totale di ¢ = 0 non implica in generale che ¢ = 0
sia una posizione di equilibrio stabile per S,. Sia ad esempio § posizio-
nale conservativo e sia IT una forma definita positiva di grado (pari) > 4.
Sia inoltre A* = {(A;,X2,23) € At A\ = w, A2 = ah(g),a 2 0,23 = w}
con h forma quadratica suscettibile di assumere valori negativi. Allora
I’equilibrio ¢ = 0 di S & totalmente stabile rispetto a queste perturbazioni
in virtu1 del Teorema 4.1, mentre per ogni A € A*, A # w, la posizione di
equilibrio ¢ = 0 di S, & certamente instabile.

(ii) E noto che la stabilita della soluzione nulla del sistema (4.1) sussiste
se pill generalmente del minimo proprio di II, si assume la condizione
dell’esistenza di una famiglia fondamentale F di intorni aperti di ¢ = 0
tale che per ogni A € F e g € A si abbia II(g) > 0. E facile convincersi
che anche questa condizione & effettivamente sufficiente per la U-totale
stabilita.

TEOREMA 4.2.  Supponiamo che: (i) Q(t,q,v) — 0 perv — 0
uniformemente in (t,q); (i) Il non abbia un minimo relativo in ¢ = 0;
(iii) esiste v € (0,x) tale che nell’insieme P = {q: |lqll < 7,11(q) < 0}
non vi siano posizioni di equilibrio. Allora la soluzione nulla di (4.1) non
é U-totalmente stabile.

Per la dimostrazione faremo uso di una ovvia modificazione di un
teorcma d’instabilita di N. ROUCHE [10] concernente la soluzione z = 0 di
(2.1), il quale & a sua volta una modificazione di un teorema di MATROSOV
[7]. Con riferimento alle notazioni della Sezione 2, siano {E.}, a € A,
una famiglia di sottoinsicmi chiusi non vuoti di D e G € C(I x D, R"),
k > 1, una funzione vettoriale. Tale funzione dicesi: (1) dotata di estremo
superiore infinitesimo rispetto alla famiglia { E, } se per ogni€ > 0, a € A,
csiste & > 0 tale che = € D, p(z, E,) < 8 e t € I implichi ||G(t,z)|| < &
(2) definitivamente non nulla su {E,} se per qualche v € (0,x) e per
ogni 7 € (0,7) ed a € A esistono 8 > 0 ed un ricoprimento aperto
{P1,p2,...,Dm} dell’insieme {z € E,: 7 < ||z|| < 7} tale che per ogni
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i € {1,2,...,m} vi sia una componente G; di G con la proprieta
:z:ep.-, ﬂS”z”S’Y, t€I=> IGJ'(t’z)|>ﬁ'

Siamo ora in grado di enunciare il citato teorema di Rouche nella versione
modificata a cui abbiamo dianzi accennato.

TEOREMA 4.3.  Supponiamo che esistano per (2.1) v € (0,x) e
tre funzioni V € CY(D,R), W € C'(I x D,R¥), k > 1, u € C(D,R)
verificanti le condizioni seguenti: (a) f é limitata; (b) V(0) = 0 e V
¢ suscettibile di assumere valori negativi in ogni intorno di x = 0; (c)
V(t,x) <u(z) <0 pert €l ellz] <=, (d) W é dotata di estremo supe-
riore infinitesimo rispetto alla famiglia {E,}, E, = {z: ||z}l <~v,u(z) =
0,V(z) < —a},a>0; (e) W ¢ definitivamente non nulla su {E,}. Allora
per ogni to € I la soluzione £ = 0 dell’equazione (2.1) ¢é to-instabile ed il
relativo raggio d’instabilité soddisfa R(to) > .

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 4.2. Poniamo
A= {22, 08): i =w, Ae=w, A3 =puQ(q,v), p> 0},

dove Q € C(® x ¥,IR") & una sollecitazione strettamente dissipativa. In
virtd della Proposizione 3.1 (III) I'assenza di U-totale stabilita di ¢ = 0
sard provata se mostreremo che per qualche £, in IR e per ogni px > 0 la
posizione ¢ = 0 del corrispondente sistema perturbato S, & to-instabile
ed il raggio di instabilita R(p,to) & non inferiore ad un numero positivo
indipendente da g. 1l risultato richiesto si ottiene come applicazione del
Teorema 4.3 con lo stesso procedimento usato da N. ROUCHE in [10]. Si
assuma precisamente V = He W = 8T/dv. In virtu di (ii) questa V
soddisfa la condizione (b) del Teorema 4.3. Inoltre lungo le soluzioni del
sistema perturbato risulta

H(u,t,q,v) < —pc(llvll),
con ¢ € C(R*,IR*) strettamente crescente e c(0) = 0. Pertanto anche

la condizione (c) & verificata con u = —uc. Poiché c(||v]|) = 0 se e solo
se v = 0, e poiché W & indipendente da t, continua, e W(q,0) =0, la
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funzione W ha certamente la proprieta (d) del Teorema 4.3. Inoltre lungo
le soluzioni del sistema perturbato si ha

W(I“') t,q, ‘U) = —%(% ‘U) - VH(Q) + Qn(ty q, ’U) ’

con Q, =Q+ uQ. La proprieta (e) allora & conseguenza del fatto che si ha
W (u,t,q,0) = —VII(g), del fatto che in virtd dell'ipotesi (i) la tendenza
a —VII(q) di W(u,t,q,v) per v — 0 & uniforme in (t,q), e dell'ipotesi
(iii). Le condizioni del Teorema 4.3 sono dunque tutte soddisfatte. Si ha
quindi che per ogni g > 0 la soluzione ¢ =0, v = 0 di S, & to-instabile
(con ty comunque scelto in IR) e che R(g,t5) > -, potendosi assumere
per v la costante positiva dell'ipotesi (iii). Cio evidentemente completa
la dimostrazione.

Naturalmente se la sollecitazione @ & strettamente dissipativa e sod-
disfa la condizione (i) mentre II soddisfa le condizioni (ii) e (iii) del Teo-
rema 4.2, allora la soluzione nulla di (4.1) & essa stessa instabile grazie al
Teorema 4.3. Dai Teoremi 4.1 e 4.2 segue anche in particolare che quando
la posizione di equilibrio g = 0 & isolata e Q soddisfa (i), la condizione
che IT abbia un minimo relativo & necessaria e sufficiente per la {-totale
stabilita.

Passiamo ora a considerare il caso in cui IT (II(0) = 0) sia una fun-
zione analitica (reale). E noto che l'insieme dei valori critici di una tale
funzione contenuti in un compatto & finito (18]. Allora, per la continuita
di II, esiste v € (0,x) tale che zero sia 'unico valore critico di II in
S'(v). Pertanto nel caso in esame la condizione (iii) del Teorema 4.2 &
automaticamente soddisfatta. Vale dunque il seguente teorema:

TEOREMA 4.4. Supponiamo che II sie una funzione analitica e
Q(t,q,v) — 0 per v — 0 uniformemente in (t,q). Allora se Il non ha un
minimo relativo in ¢ = 0 la soluzione nulla di (4.1) non é U-totalmente
stabile.

Per risolvere completamente il problema dell’inversione del Teorema
4.1 per potenziali analitici rimane da provare I’assenza di U-totale stabi-
lita dell’equilibrio nel caso che I'energia potenziale abbia un minimo non
proprio in ¢ = 0. Abbiamo motivi per congetturare che tale proprieta
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sussista ed una ispezione in tal senso & in corso. In questo lavoro ci limi-
teremo a verificarla in condizioni particolari. Proveremo precisamente il
seguente teorema.

TEOREMA 4.5. Assumiamo che Q(t,q,v) — 0 per v — 0 uniforme-
mente in (t,q) e che Il (II(0) = 0) sia una funzione analitica che abbia un
minimo relativo non proprio in ¢ = 0. Supponiamo inoltre che esistano
v €(0,x), k> 0 tali che

(4.4) kIl(g) — (VII(g),q) 20 in S'(y).
Allora la soluzione nulla di (4.1) non é U-totalmente stabile.

DiM. Denotiamo con A 'insieme dei punti critici di II contenuti in
S’(y). Assumendo <y abbastanza piccolo, si ha II(g) > 0 in S'(7) e,
come & facile convincersi in base alla proprieta in [18] precedentemente
richiamata, A = {g € S’(v): II(g) = 0}. Poniamo

A = {(Andade): b =w, X = —ulal™, Do = pQ(g,0), 2 0},

dove Q € C(® x ¥,IR") & una sollecitazione strettamente dissipativa e
m & un intero pari > k. Per ogni p > 0 il sistema perturbato corrispon-
dente ammette ancora la soluzione ¢ = 0, v = 0. Inoltre la sua energia
potenziale & ancora una funzione analitica definita da

,.(q) = II(g) — pllal™ .

Per tale funzione risulta quindi

I,(q) = II(g) — ullgll™ = —kllg|™ <Operognige A, e

(4.5)
11,,(0) = II(0) = 0, VII,(0) = VII(0) =0.

Dimostriamo che per ogni fissato x > 0 non esistono punti critici di II,
nell'insieme P, = {q: [lg|| < 7, .(g) < 0}. Basta ovviamente far vedere
che se g € S'(7) & tale che (VII,(q),q) =0, allora II,(g) = 0. Si ha

(VIL.(q),q) = (VII(g),q) — uml|lq|™
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e quindi (VII,(g),q) = 0 in tutti i punti g tali che
p = (VII(g), g)(mllq|™)~".
In tali punti si ha
I,(g) = (g) — (m)~(VII(g), q)

e quindi IT,(g) > O per la (4.4). Allora, tenendo presente (4.5), e proce-
dendo come per il Teorema 4.3, si vede che per ogni ¢ > 0 la soluzione
g = 0, v = 0 del corrispondente sistema perturbato & tp-instabile (per
qualunque %, in R) e che R(y,t,) > <. Anche in questo caso, dunque, il
risultato & una conseguenza della Proposizione 3.1 (III).

La (4.4) ¢ ad esempio soddisfatta nel caso in cui II sia una forma
semidefinita positiva o piu generalmente

h
(4.6) I(g) = a(g) 3 M) (a),

i=2

dove ¢ & una funzione analitica tale che o(0) > 0, h > 2, e Il(z),..., I(n)

sono forme di grado rispettivamente 2,.. .,k soddisfacenti la condizione
3

(4.7) Y (@) 20,s=2,...,h.
j=2

Siano difatti k > h e v € (0, x) tali che
(4.8) o(g) >0e(k—h)a(g) — (Vo(g).g) 2 0, per ogni g € (7).

Si ha:

h h
kI(q) - (VII(g),q) = o(q) Z(k = N (g) = (Vo(a),9) X_: I;(q) =

= [k = Mola) - (Vo(a).0)] > Tn(@) +0(0) T (h - ().

i=2 i=2
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Poiché, come & facile verificare,

h~1

h—1 h-2 3
> (k= )(q) = 2 O (e) + > (e +... + 2_: O)(g) +1L(z),

i=2 i+2
in virth delle (4.7), (4.8) per ogni g € S’(y) si ha

cio¢ appunto la (4.4).

5 — Stabilita totale condizionata dei moti merostatici

Osserviamo che i concetti di stabilita e stabilita totale, condizionata
e non, possono essere presi in esame anche relativamente a parte delle
coordinate; si hanno allora corrispondenti concetti di stabilitd parziale.
Conservando le notazioni delle Sezioni 2 e 3, siano precisamente m < s
un intero positivo e y = (z1,...,Zm). La soluzione z = 0 dell’equazione
imperturbata (2.1) si dice: (i) y-stabile se per ogni tp € I ed € € (0, x)
esiste § = 6(to,€) € (0,¢) tale che l'essere ||zo]l < 6 e z € F(to, o)
implichi ||y(t)]] < € per t 2 to; (ii) (y,U)-totalmente stabile se per ogni
to€lTede€ (0, X) esistono oy = Ul(to,E) € (0, E), gy = 0’2(to,€) >0
tali che I’essere ||zol| < 01, A € A, |A|s < 02, ed z € G(, to, Zo), implichi
ly(®)|| < € per t > to. In modo analogo si definiscono tutti gli altri
concetti di stabilitad parziale.

Supponiamo che le (4.1) siano le equazioni del moto di un sistema

con n — m, m < n, coordinate cicliche gm41,.--,0n, cio che: (1) IT e i
coefficienti di 7" non dipendano da gm+1,---,qn, (2) Q non dipenda da
Gmils---1ny Umtly---1Un, € l€ componenti @Q;, ¢ = m +1,...,n, siano

identicamente nulle. In questo caso la determinazione delle coordinate
non ignorate pud essere ottenuta tramite un sistema differenziale che ha
ancora la forma (4.1):

ig - or = =VII*(z,¢) + Q*(t, z,w,c)
dt ow Oz

(5.1)
dz

rriaked
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dove z = (g1,.--+Gm), w = (v1,...,9m). Le funzioni II* e Q* invol-
gono la (n — m)-pla ¢ = (¢ms1,--.,¢n) delle costanti dei momenti e
T* = T*(z,w) & una forma quadratica in w definita positiva. Inoltre
Q*(t, z2,w,c) = Q(t,2,w) + R*(t, z,w,c), dove R* & una sollecitazione gi-
rostatica. Allora per ogni fissato ¢, le (5.1) rappresentano le equazioni
del moto di un sistema olonomo &* con m gradi di liberta soggetto ad
una forza posizionale conservativa —VII* e ad una forza dissipativa Q*.
Assumiamo che per un dato valore ¢, di ¢ si abbia VII*(0,¢) = 0. In tal
caso per ¢ = ¢ le equazioni (5.1) ammettono la soluzione z =0, w = 0.
Sia ¢ uno degli co™ ™ moti merostatici di S corrispondenti a questa so-
luzione. Se II*(z,¢;) ha un minimo relativo proprio in z = 0, allora o &
stabile rispetto a z, w condizionatamente alle perturbazioni per cui ¢ = ¢y
(RouTH [11]). In realtd la presenza del predetto minimo di II*(z,¢c) &
sufficiente affinché ¢ sia incondizionatamente stabile rispetto a z, w. Que-
st’ultima proprieta & stata provata in [13] nel caso in cui @ =0 e in [14]
nel caso generale. (Per ulteriori estensioni cfr. [4]). Denotando con (5.1)o
il sistema che si ottiene da (5.1) quando a c si sostituisca cp, osserviamo
che la suddetta proposizione generale & una conseguenza immediata del
Teorema 4.1 quando si tenga conto del fatto che la stabilita incondizio-
nata di o rispetto a (z, w) non & altro che la stabilita totale della soluzione
z =0, w = 0di (5.1), rispetto alla classe delle perturbazioni U* di (5.1)o
corrispondente all'insieme

A ={(0 25, )1 A =w, X = TT*(2,¢) — IT*(2, o),
A3 =Q'(tz2,w,c) — Q*(¢, z,w, ), c € lR"""} .

Il Teorema 4.1 consente anche di fornire un teorema di stabilita totale
della soluzione nulla del sistema (4.1) rispetto alle coordinate acicliche e
ad un convenicnte insieme di perturbazioni. Precisamente, poniamo in
questo caso

A= {()\1,/\2,z\3): A1 & una forma quadratica definita positiva in v a
coefficienti dipendenti solo da z, Az = \a(2), As = A3(¢, z, w) & una solle-
citazione dissipativa e (As); =0i=m+1,...,n}.

Siano U e U** le classi di perturbazioni di (4.1) e (5.1)¢ corrispon-
denti a A (si ha chiaramente U** D U*). Dal Teorema 4.1 segue che nelle
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ipotesi (1) e (2), se II*(z,¢) ha un minimo relativo proprio in z = 0,
allora la soluzione nulla del sistema (4.1) & ((2, w),)-uniformemente to-
talmente stabile, mentre la soluzione nulla del sistema ridotto (5.1)o &
U**-uniformemente totalmente stabile.
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