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Le equazioni di Knizhnik e Zamolodchikov

e le algebre di operatori di vertice

S. CAPPARELLI™

RIASSUNTO - La teoria delle algebre di operatori di vertice viene usata per fornire
una fondazione rigorosa della teoria delle equazioni di KZ. Si definiscono degli opportuni
operatori e si dimostrano alcune loro proprietd. Questi vengono infine usati per la
definizione di serie formali che soddisfano le equazioni in questione.

ABSTRACT ~ Vertez operator algebra theory is used to give a rigorous foundation
to the theory of the KZ-equations. We define some operators and prove some of their
properties. These operators are then used to define certain formal series that satisfy
the KZ-equations.
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1 — Introduzione

In fisica la teoria dei campi conformi in dimensione due fu iniziata
in [1). In [10], gli autori svilupparono questa teoria e fornirono le equa-
zioni differenziali soddisfatte dalle cosiddette ”funzioni di correlazione a
N punti”. Una rigorosa fondazione matematica di tale teoria viene data
in RIZ], usando la teoria delle rappresentazioni dell’algebra affine di tipo
A(I1 . Dato lo stretto legame tra le rappresentazioni delle algebre affini
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e le algebre di operatori di vertice (a.0.v.), & naturale pensare di usare
esplicitamente queste ultime allo scopo di dare una diversa fondazione
rigorosa alla teoria suddetta.
Lo scopo di questo lavoro & usare la teoria delle algebre di operatori
di vertice , cosi come & sviluppata in (8], {7}, {3], per dare una definizione
di "funzioni a N punti” che soddisfino le equazioni di Knizhnik e Zamo-
lodchikov, [10]. 1l riferimento a [12] & ovvio ma qui ci soffermeremo sul
ruolo delle a.0.v., nel corso del nostro studio sistematico di tali algebre,
cfr. [3]. Faremo anche uso del concetto di operatore di vertice chirale che
abbiamo appreso da J.Lepowsky, al quale vanno i nostri ringraziamenti.
Storicamente fu lo studio delle rappresentazioni standard che diede
origine al concetto di algebra di operatori di vertice, una nuova catego-
ria che costituisce una formulazione algebrica di cio che i fisici chiamano
teoria dei campi conformi. Lo studio di tale classe di algebre venne ini-
ziato in (8], dove gli autori dimostrarono che il Mostro, ossia il gruppo
di Fischer e Griess, il pit grande gruppo semplice sporadico, ¢ il gruppo
degli automorfismi di un particolare esempio di algebra di operatori di
vertice. Il concetto di operatore di vertice sembra essere cosi una nuova e
potente idea capace di unificare disparati campi della ricerca; un’idea cosi
fondamentale come I'idea di matrice. E utile ricordare a questo proposito
come sia possibile dare una costruzione delle algebre di Lie semisemplici
classiche ed eccezionali in una maniera uniforme usando gli operatori di
vertice mentre cio non & possibile con le matrici.
La riconduzione del Mostro nell’ambito della teoria di Lie, un gruppo
che ne era escluso per definizione, mostra la sorprendente potenza di
questo concetto. Un altro insospettato ruolo, oltre quello svolto nella
fisica teorica a cui accennavamo in apertura, & quello nella teoria delle
rappresentazioni del gruppo delle trecce come spiegato in [12). L'idea
fondamentale consiste nel sostituire i “vecchi” operatori di vertice che
sono, se ci si consente di esprimerci per un attimo in maniera poco rigorosa,
ma espressiva, delle funzioni razionali e che “commutano” tra loro, con
operatori “chirali” le cui regole di commutazione forniscono appunto una
rappresentazione del gruppo delle trecce.

2 — Definizioni e concetti preliminari

Definiremo in questa sezione il concetto di algebra di Virasoro, di
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algebra di operatori di vertice e suoi moduli.
Sia v lo spazio vettoriale di dimensione infinita avente per base gli

elementi
{Ln,n€Z}uU{c}

Tale spazio, dotato della moltiplicazione:

2.1) (Lo Lo = (m = ) Lo + = (M — m)bmsmoc

5(
per m,n € Z e c centrale, & una algebra di Lie e viene detta algebra di
Virasoro.

Una algebra di operatori di vertice (a.0.v.) (V,Y,1,w) & una quadru-
pla composta da uno spazio vettoriale Z-graduato dai pesi n

(2.2) V=] Vin

neZ

tale che la dimensione di ciascun Vi, & finita; W,y = 0 se n & minore
di un dato intero N; esiste una applicazione lineare da V nello spazio
delle serie formali in z e z7! a coefficienti in End V: per ciascun v € V,
Y(v,z) & la serie Y(v,2) = ¥,z Uaz" "', detta operatore di vertice,
ove le componenti v, sono endomorfismi dello spazio lineare V. Tali
componenti debbono soddisfare la proprieta che per ciascun z,v € V,

(2.3) U =0

se n & abbastanza grande; inoltre i due vettori omogenei 1 e w devono sod-
disfare la proprietd che I'operatore di vertice corrispondente a 1, Y (1, z),
& 'operatore identita di V e ogni operatore Y (v, z) applicato ad 1 fornisce
una serie formale a coefficienti in V del tipo

(2.4) Y(v,2)l =v+a1z+a2® +a32° +..

ove a; € V. L'identitd di Jacobi & soddisfatta, cioe

z1)Y (v, 23) — z; l6( )Y(v 2)Y (u,z) =

(2-5) = 277622V (Y (u, z0)0, 22).
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ove 6(2) = ,ez 2" € §(*;2) deve espandersi in serie formale di po-
tenze nella seconda variabile che appare al numeratore; le componenti
dell’operatore di vertice Y(w,z) generano una algebra di Virasoro, pilt
precisamente, posto L(z) = Y(w, 2) = ¥ ez L(n)z~2 allora gli endo-
morfismi L(n) devono soddisfare la seguente condizione di Virasoro:

26)  [L(m),L(n)] = (m —n)L(m+n) + 1—12(m3 — m)Bmamoc

per m,n € Z, e ¢ uno scalare detto il rango della a.o.v..
Infine

(2.7 —zY(v,z) =Y(L(-1)v,2)

e, per n € Z, se v € V(n), L(0)v = nv. Per ulteriori dettagli sulle a.o.v
rimandiamo il lettore a (8], (7], [3).

Un modulo per una algebra (V,Y,1,w) & uno spazio vettoriale W
dotato di una Q-graduazione

neQ

tale che dim W) < 00, W, = 0 se n & abbastanza piccolo, con una appli-
cazione lineare denotata ancora Y (w, z) soddisfacente condizioni analoghe
a quelle sopra, (ma Y(1,z) = 1 € End W), inclusa l'identita di Jacobi; le

componenti di Y (w, z) generano una algebra di Virasoro di operatori su
w.

3 — Risultati preliminari

Data un’algebra di operatori di vertice (V,Y,1,w), consideriamo la
somma diretta degli spazi duali dei sottospazi omogenei Vin):

(3.1) V=TI V&

nezZ
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Sia (,) la applicazione naturale data da (v’,v) = v’'(v). Possiamo osser-
vare che se v' € V', u,v € V allora

(vlv Y(ua z)v) = (‘U,, Z un'uz‘""l) =

nezZ
('U', E unvz—n-l) — Z (v’,u,.v)z"'“l'
n<N n<N

ma v’ & zero tranne che su un numero finito di componenti, quindi la
somma & finita ed & un polinomio di Laurent nella variabile 2.

Data una funzione razionale di due variabili f(zi, z;), essa puo espan-
dersi in serie di potenze di z; o di z;. Siccome C & un campo algebrica-
mente chiuso, un esempio tipico & il seguente:

1 2! -1 z 22
3.2 = =z (l——+=5+...
(3.2) z1+ 2 1+2 A 2 2 )
2
oppure
(33) TP W S
) Zl+22 2 Z2 222 o

& chiaro che, come serie formali, i due membri destri sono differenti benché
rappresentino la stessa funzione razionale. Nello spazio vettoriale delle
serie formali I'uguaglianza tra una funzione razionale e una serie formale
si giustifica solo come una conveniente abbreviazione. Osserviamo ancora
che se v,v;,v2 € V ev' € V' allora la serie formale (v', Y (v, 21)Y (v2, 22)v)
ha solo un numero finito di potenze negative di 2; ed un numero finito
di potenze positive di z;, infatti siccome (vz)nv = 0, se m & abbastanza
grande, possiamo scrivere

Y(vo, 22v =) (v2)mvzz™"
m<M .

ossia essa contiene sono solo un numero finito di potenze negative di z,.
Avremo ora

Z (‘U', (vl)n(vi.’)mv)z;"_lzv;m‘l.

ne€Z, m<M
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Se assumiamo, per semplicita, che v’ sia omogeneo allora

(v,1 (vl)ﬂ("’Z)mv) =0
ogni qualvolta (v; ), (v2)mv non sia dello stesso peso (grado) di v'; dato che
m < M, questa relazione dunque implicherd che n > N per qualche N, e
quindi z; apparira solo un numero finito di volte con potenza positiva.

Sussistono i seguenti teoremi, v. [8].

TEOREMA 3.1. Sew,v,v, €V ev' € V' le serie formali

(3.4) (v, Y (v1,21)Y (v2, 22))
(3.5) (v, Y (v2, 22)Y (w1, 21 )

sono due differenti espansioni di una stessa funzione razionale.

In fisica tale fenomeno viene detto commutativita del prodotto di due
operatori.

Possiamo considerare non solo il prodotto di due operatori, ma anche
la loro composizione come segue.

Se u,v € Ve Y(u) ZO) = Eunzo-n_la Y(v, 21) = Z"’nzi—n_1$
allora Y(Y(u,20)v,21) = LY (unv,2)2™ . In maniera analoga a
quanto visto nel caso del prodotto, anche qui si pud mostrare che
(v, Y (Y (v1, 20)v2, 22)v) contiene solo un numero finito di potenze nega-
tive di 2z e un numero finito di potenze positive di z3. Abbiamo inoltre
il

TEOREMA 3.2. La serie formale (v/,Y (Y (vy,20)vs,2,)v) é la
espansione di una funzione razionale, inoltre la funzione razionale cor-
rispondente a Y (v1,21)Y (v2, z2) coincide con quella corrispondente a

Y(Y (v1,21 — 22)v2, 22).
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Nel linguaggio della fisica questo teorema esprime la razionalita della
composizione di due operatori di vertice e l’associativité del prodotto.

Definiamo ora gli operatori chirali. Dato uno spazio vettoriale V
possiamo considerare l'insieme V'{z} delle funzioni su Q a valori in V

v:Q —V
n— v,

e possiamo denotare v come una serie formale dove gli esponenti possono
essere razionali: v = ), cq Vn2".

Data una a.0.v. v e tre suoi moduli W;, W,, W3, chiameremo opera-
tore chirale di tipo (W, W3, W1) una applicazione lineare

— (Hom (W3, W1)){z}
wr— Y(w,2) = an -n-1

neqQ

(dunque, in queste notazioni, w, € Hom(Ws, W) ) che soddisfi le se-
guenti condizioni:

1. Per ogni w € Wa,w' € W3, w,w’ = 0 se n & abbastanza grande.

2. Se v € V,w € W, w’ € W; vale 'identita di Jacobi:

zo'lé(z1

(v, 2:)V(w, z2)w' — 25 6( iz:;oﬁ)y(w, 2)Y (v, 21 )w'

zo)w, z2)w'.

(3.6)
3. Vale la relazione
(3.7) & (w,2) = Y(L(-1),2).

Si osservi che gli operatori definiti nella sezione precedente soddi-
sfano queste condizioni e sono rispettivamente di tipo (V,V, V) e di tipo
(V, W, W).

Un vettore w € W viene detto di peso minimale se L(n)w = 0 per
n > 0 e se L(0)w = aw per qualche scalare a € C. Inoltre il corrispon-
dente operatore Y(w, z) viene detto campo conforme primario, seguendo
la terminologia della fisica.
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Dalla identita di Jacobi e dalle definizioni precedenti segue la

PROPOSIZIONE 3.3. Un vettore w € W ¢é di peso minimale se e solo
se per un qualche scalare o € C si ha

(8 L), Y@ = (" +afn+ DYV(w,2)

pern € Z. Lo scalare a ¢ il peso di w e viene anche detto la dimensione
conforme dell’operatore Y(w, 2).

DiM. Consideriamo il membro a sinistra della identitd di Jacobi, e

osserviamo che il coefficiente di 25" in tale espressione, che denoteremo
d’'ora in poi Res ,, e chiameremo il residuo in 2o, € il commutatore

[Y('U, 21), y('U), Zz)]’l.ll’.

Sia ora v = w, lo speciale vettore di V' che genera l’algebra di Virasoro.
Potremo allora calcolare

Y (w, 1), Y(w, z5)]

semplicemente calcolando il residuo in z, del secondo membro di (3.6)
Per far cid osserviamo che

1521~ 20 g1 — 2 e —Z2+ 2
(3.9) 23 18( =152y _ gt
O = ) - e

Cosicché il secondo membro diventa

21— 2

25 6( P V(Y (w, 21 - z)w, z,)w'+

1o —22+ 2
—Z 16(_2_20—1')3)(1’(“, —22 + 21)w, z3)w'

e il suo residuo in zp &

(310) J’((Y(w, 2 — 22) - Y(w, ~Z+ 21))10, 22)
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Ora se w & di peso minimale

Y(w,z) — z)w = Z L(n)(z1 — 2) " w =
neZ

= Z L(n)w(z — 2)™" "2 = L(0)w(z — 22) "%+

n<0

+ L(—=Dw(z; —z) ' +...
Alla stessa stregua
Y(w,—2 + 2))w = L0 w(—-2z + ) 2+ L(-1)w(-22 —z1) ' +....

Se vogliamo calcolare [L(n), Y(w, z)] ora non ci resta che estrarre il coef-

ficiente di 27"~ ? in (3.10), che pud essere riscritta come

(3.11) y(z L(nyw[(z = 22) ™% = (—2 + 21) "%, 22)

n<0

Finalmente osserviamo che se —n—2 > 0 I’espressione in parentesi quadre
si annulla per cui

I(LO)wl(z1 — 22)"2 = (~2z2 + 21) 7], 22)+

(3.12) +V(L(-Dw((z1 ~ 22)' = (=22 + 21) 7], 22).

Calcoliamo la prima espressione in parentesi quadre. Ricordiamo che

1 _ _d_ 1
(21 - 22)2 B dzy 2 — 2,

)= (n+ 1)<j—j)"

n20

e analogamente

.(_—Z]""'z—l)z =(—2z)72 Z(‘n + 1)(‘:—:)"

n2>0
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In conseguenza di cid avremo

(Br—2)?—(—zn+2n)>=

_zlzz(n+1)( - (zz)"Z(nH)( )=

n>0 n>0
=__z( +1)( )"+1+( zz)"Zn( )T =
1 2n>0 n<0
= @y = 5 (DA = 5 (D).
n;éo ﬂEZ

Inoltre, alla stessa maniera si pud vedere che

(21— 2z) = (22 +21)” 1_2-—15( )
Quindi .
5 SO, 2) + 5562V~ 2).

11 coefficiente di z; ™2 in questa espressione &
”“y(L(—l)w 22) + (n+ 1)22Y(L(0)w, 22) =
"“ y(w, Z2) + (n+ 1)zfaY(w, z2),

ove a é il peso di w. Il viceversa si dimostra facendo a ritroso questo
ragionamento. O

4 — Le equazioni di Knizhnik e Zamolodchikov

Sia g = sl(2, C), 'algebra di Lie delle matrici complesse 2 x 2, a
traccia nulla, e sia § = g ® C[t,t7!] ® Cc la sua affinizzazione, ossia
P’algebra di Lie di Kac-Moody di tipo A{"). E ben noto, (9], che i moduli
irriducibili di g sono parametrizzati dal loro peso massimale ), sui quali
I’elemento centrale ¢ agisce come un intero positivo, detto il livello del
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modulo. Per ciascun livello ! € N esiste un numero finito di tali moduli,
ed & possibile associare canonicamente ciascuno di questi con un numero
razionale del tipo j € 1Z, 0 < j < 4. Siano Wo, Wy, ..., Wy, tali
moduli.

Sia {H,E, F} la base standard di sl(2,C) teale che [H,E] = 2E,
[H,F] = —2F, |[E,F] = 0 e sia Q = }H? + EF + FE Velemento di
Casimir.

E utile decomporre §:

(4.1) g=m_0godCcoOm,

ove my = |[,,..,8®t" ed ove identifichiamo g con la sottoalgebra g®1
in g. Se prendiamo dunque

(4.2) W} = {w € W; tale che m,w = 0}

allora W;* & un g-modulo di dimensione 2j + 1. Poniamo V = W, E
possibile dimostrare, v. [6], che V & una a.o.v. semplice e che gli altri
moduli W; sono tutti e soli i V-moduli irriducibili.

PROPOSIZIONE 4.1. Denotiamo con p(u) il peso di un vettoreu € V.
Sep(u)=1eve W} allora

(4.3) ¥ (u, 21), V(w, 22)] = z;‘s(j—;)y(uov, %)

DiM. Dalla relazione p(u,v) = p(u) —n — 1+ p(v), v. (8], ricaviamo,
se p(u) =1 e p(v) =0,
P(unv) = —n.
Allora nel secondo membro di (3.6) per la propietad (2.3) delle a.o.v.,
avremo

Y(u,20)v =Y uavzg"' = > unvzg™?
neZ n<N

ora se n > 0, u,v = 0 per definizione di W_.;* mentre se n < 0, usando un
analogo di (3.10):

VO unv((z = 2) ™ = (—z2 + 20) ™Y, 22).

n<0
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Dunque se —n—1 > 0 I'espressione in parentesi quadre € zero ed abbiamo

solo il termine per n =0

V(ugv|(z1 — 22) ™" — (2 + 21) 7] 22) = z;‘es(j—;)y(uov, 2)

ricordando che 1’espressione tra parentesi quadre & la funzione § e che
'operatore Y & una funzione lineare della prima variabile. 0

OSSERVAZIONE. Espressa in termini di componenti avremo

(44) [um y("U, Zz)] = Z;y(‘uov, 22)

che ¢ la condizione di gauge di Knizhnik e Zamolodchikov. La Proposi-
zione 3.3, d’altra parte ci mostra come il campo primario Y (v, z) soddisfi
anche Uequazione di moto di K-Z, e quindi soddisfi la definizione di ope-

ratore di vertice di [12].
Vogliamo infine definire il prodotto di n serie formali Y(v, z) e mo-

strare che esse formalmente soddisfano le equazioni di K-Z.
Datauna N-plaJ = (i, ... ,jn) ove j; € 3Z, 0 < 2j; <, si consideri

(4.5) WHI) =W} ®...0 W},
[
(4.6) W) = (W) ®...® (W;)".

Questi sono due moduli per I'algebra di Lie g. Denotiamo con

(4.7) Vi(z) = (s z) - W @ Wit — WiH{z}

V'operatore che a ciascun vettore v®u € W} @ W associa la serie formale
Yi(v, z;)u nella variabile z; a coeficienti in W .
Una funzione di N punti di peso J si denota

(4.8) (z1) -+ Iw(zn))
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ed & definita prendendo
(4.9) (¥, M(21) -+ Yn(an)l)

ove 1’ & il vettore minimale di (Wy)", vista come una serie formale a
coefficienti in W*(J)* nelle variabili z1, ..., 2n.
Abbiamo allora il seguente

TEOREMA 4.2. La funzione di N punti appena definita soddisfa le
sequenti equazioni:
(i) Ym = -1,0,1

Zz ( -+ (m+1) i) (Ni(z1) - In(zn)) =0

ove A; é la dimensione conforme di ;.
(ii) Se m; é l'azione di g sull’i-esimo tensorando di W*(J)*, allora per
ogniT E G
N
Yo m(@)(h(a) -+ In(en)) =0
i=1

(iii) Peri=1,... ,N

N
((l +2)6 Z Lt ) Vi(z1)---In(2n)) =0

=1,k#i 2=
ove iy = %W{(H)?‘l’k(H) + ﬂi(E)ﬂ'k(F) +1r.-(F)1rk(E).

Dim.
(i). Sia m = —1,0,1. Osserviamo che L(m)1’ = 0 giacché 1’ & un
vettore di peso minimale. Quindi

0= (1'L(m), N(z) - - - Yn(2n)1) = —(V, LM (21) - - - In(zw)1) =
(U, 01 (21)L(m) - - - Yn(2n)1) + (1, [L(m), Wi(21)] - - - Pn(zw)1) =
(', N1(z1)L(m) -+ Yn(2zn)1)+

2zl (""lai;1 +(m+ 1)A,~,) (1, 1(z1)L(m) - - Yn(2n)1)-
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Iterando questo procedimento e ricordando che L(m)1 = 0 avremo

0= i z ( a-+(m+ I)AJK) Vi(z1) - In(2zn)).

i
i=1

(ii). Un calcolo analogo, ma usando I'azione di z € g ci da la seconda
equazione. Infatti la condizione di gauge, quando n = 0 diventa

[Uo,y(v, 22)] = y(uov, Zz)
ossia l'azione di uy si trasferisce, per cosi dire, su v; nel caso della funzione
(yx (21) T yN(ZN))

questo equivale a dire che z agisce su ciascun fattore del prodotto ten-
soriale con 7;(z). Infine ricordando che z1 = 0 se £ € g avremo la
conclusione come nel caso precedente.

(iii). Ricordiamo la formula

1 &
T(Z) = 2(1__*_27’; : X (z)Xk(z) :
ove : : denota l'ordinamento normale, v.[12]. Scrivendo

(4.10) T(z) =) L(m)z™™2

nez

si puo verificare che le componenti L(m) generano una algebra di Vira-
soro. Estraendo il coefficiente di 2~™-2 in (4.10) avremo

L(m) = 2(:le1) g[% L H(~K)H(m +k): +

+:E(-=k)F(m + k) : +: F(—k)E(-1+ k) :]

Ricordando che u; € W* e che quindi L(m)u; = 0 se m > 0 otteniamo

L(-u = 02+ 1)[H( 1)H(0) + 2B(~1)F(0) + 2F(~1)E(0)}us
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Ponendo ora X! = 2X; = H,X? = X3 = E,X® = X, = F possiamo
scrivere

3
L= = 3 2 XD X O

Quindi

(+2)5~ y‘(u,,z;) =+ 2)V(L(-Dus, z:) = ZJ’-(X"( DX (0)ui, 2).

Adesso osserviamo che X, u; € W+ per cui

X*(z - z)Xpui = Y X*(n)(z — z:) ™" Xpws =
neZ

= Xk(O)Xk'U,i(Z - Z{)_l + X"(—I)Xku,- + X"(—2)Xkui(z - 2,) +...

e dunque

Zy.(Xk(z - )X, z) = Z[y. (X*0) Xpui(z — z) 71, )+

k=1
+ y,-(x"(—l)x,‘u,-, z) + y,—(X"(—Z)Xkui(z —z)z)+...
In fin dei conti

Zy‘ Xk(z - zl)Xku'I) Z{) - ——y,(Qu,, zl)

k=1

= Z[y;(X"(—l)Xkug, Zi) + y;(X"(—Z)Xku;(z — Z.'), Z.) +...
k=1
Potremo infine porre z = z; in tale espressione, e denoteremo tale
procedura col segno di limite, perché tale sostituzione ha chiaramente
senso nel secondo membro. Avremo dunque

lim (E V(X (z — z) Xowi, z) — ——J’.(Qu., z‘))

E L2 11

(4.11) s
=3 V(X* (1) Xui, ) -
k=1
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Osserviamo ora che prendendo il residuo in 2; dei due membri di (3.6)
otteniamo

Xk(z)yi(Xkui, z) = yi(Xk(Z — ) Xkui, 2:)+

1 Zi— 2 k
— 5= (Xews, z:) X
(4.12) + Res 5y 0= WK, 2) X (1)

e quindi

(v, Xk(z)yi(xkui:zi)l) = (1, Y X*(z — 2:) Xeews, z:) 1)+
+ Res n3 1 .6(

—z+ ‘)(1, yz(Xkunzt)Xk(zl)l)

giacché X*(z))1 = X*(—1)1 + X*(=2)1z + X*(—3)122 + .

solo potenze non negative di z;, e analogamente 6(—*TL) per via della
nostra convenzione. Ne segue che Res,, dell’ultimo addendo in (4.12) &

zero. Potremo dunque concludere che

. contiene

(1+2)5- y.(u‘,z.)—Zy.(X"( ~1) X (O)us, z:) =

k=1

;_.,‘ (E y‘ X (Z - Z!)Xkuu zl) - ——y.(Qu., Z,)) .

Dunque, usando il Teorema 3.2,
7]
¢+ 2)5(3’1(7-1) - Yn(zn)) =

3
= 1 (50 (2 X)W X 2) - I+

(z1) - Vi(Quy, z,) - - ‘Yn(zn))).

Prendendo il residuo in 2, in (3.6) possiamo ora mostrare che
h(z1) - X*(2)Vi(Xoews, z1) - Yn(zn)) =

= (X* ()N (z1) - Vi Xpug, 21) - - -Yn(zn))
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con un ragionamento analogo a quanto sopra.
D’altra parte se decomponiamo X (z) = X(2)* + X(z)~ ove sia

Xzt =) X(n)z™"

n20

X(z)" =Y X(n)z™*,

n<0

avremo

(X*(2)* Ni(w,21) - - Yn(un, 28)) =
= ([X*(2)*, Wiur, 21)] - - Yn(uw, 2n))+

+ (N(u,2) - [Xk(z)+’ In(un, zn)])-

Ricordando ora (4.3) avremo

2
yi(x(o)un z,) =

z

[X(Z)+,y,-(ui, Z{)] = z‘."l 1

1
= z-2 yi(x(o)uh Z‘) .

Osservando infine che X(z)*1 = 0 e che (1/, X(2)~!) = 0 potremo scrivere

3
Z(Xk(Z)y1(U1, 21) yz(xkuh Z.) yN(uN) zN)) =

k=1

-ZE

k=1 J=1

= (zi—z 2.3 ) Oh(z1) - In(zw)) (... yun).

7r,(X" (X )Dr(21) - In(2n)) (g, ... un) =
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Riassumendo:

(1+2) - G1(a1) -+ D)) =
1

= lim [(—— % + 3 Q)M (21) - Y aw))+

R zj—z

i

_ ;_I_Z;Q,- + (Wi(z1) -+ Yn(2n)))

fornisce la conclusione.
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