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Partizioni e sezioni piane delle quadriche
non singolari di PG(3,q)

G. FAINA®

RIASSUNTO — Si introduce il concetto di (m,n, s)-quadrica ispirato a quello di ovale
astratta introdotto da Buekenhout in [2]. In particolare si provano alcune interessanti
caratterizzazioni dei piani di Mébius, Minkowski e Laguerre migqueliani.

ABSTRACT — We generalize the notion of absolutely irreducible quadric in PG(3, q)
by introducing the concept of (m, n, s)-quadric. This concept can be seen as e generaliza-
tion of Buekenhout's notion of abstract oval [2]. In this way, we obtain new interesting
characterizations of many classes of circle geometries.
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1 — Introduzione

Scopo di questo lavoro & di determinare le proprieta che una famiglia
F di partizioni di un insieme astratto finito £ deve possedere affinché £
sia immergibile in uno spazio proiettivo PG(3,¢) in modo tale da essere
un sottoinsieme, non necessariamente proprio, dell’insieme dei punti di
una quadrica 2 non singolare dello stesso PG(3, q) ed ogni sottoinsieme
di £, appartenente ad almeno una partizione di F, sia coincidente con

(*)Questo lavoro @ stato eseguito con il contributo del Ministero dell’Universitd e della
Ricerca Scientifica e Tecnologica e del GNSAGA del CNR.
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Pintersezione di un piano di PG(3,q) con la stessa quadrica 2. Per ot~
tenere tale risultato si forniranno anche nuove caratterizzazioni dei piani
di Mé&bius, di Laguerre e di Minkowski classici (o0 Miqueliani).

Per quanto concerne le definizioni e le principali proprieta delle qua-
driche non singolari (ellittiche, iperboliche o paraboliche) faremo costan-
temente riferimento a [6] e [7]; mentre per le definizioni e le principali
proprieta dei piani di Mdbius, Minkowski e Laguerre (semplici, ovoidali
o classici), faremo sempre riferimento a [12].

2 — Le (m, n, s)-quadriche

Siano £ un insieme astratto finito di cardinalitd v > 3 ed F una
famiglia non vuota di partizioni di £. Si denoti con B la famiglia di
tutti i sottoinsiemi di £ che appartengono ad almeno una partizione di
F. Nel seguito, gli elementi di £ e di B saranno detti punti e cerchi,
rispettivamente. Due punti X e Y di £ si diranno dipendenti se non
esiste alcun cerchio di B che li contiene simultaneamente. Se X ed Y
sono dipendenti denoteremo cio con il seguente simbolo: X Y.

D'ora in avanti, onde evitare lo studio di casi banali o troppo spo-
radici, fissato un intero positivo n tale che 3 < n < v — 1, supporremo

che:
(2.1) ogni cerchio -y € B contiene o uno o n punti;

(2.2) esiste in B almeno un cerchio di cardinalita n.

SemedssonodueinteritalicheOSm<n—1edn—m—-l <s<
(v — 2)/(n — 2) si dice che una coppia (£, F) & una (m,n, s)-quadrica se:
(A.1) per ogni terna di punti a due a due indipendenti passa uno ed

un solo cerchio;
(A.2) ogni coppia di cerchi disgiunti & contenuta in una ed una sola

partizione;

(A.3) comunque si fissino un cerchio ed un punto X € £\, esistono
in v esattamente m punti distinti X1y X2yy -+ » Xmy tali che Xy, || X,
h=1,2,...,m. '

(A.4) Ogni coppia di punti indipendenti & contenuta in esattamente
8 cerchi.
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In base alle osservazioni riportate in (7], Capitolo 15, ed in [12], pos-
siamo osservare quanto segue.

Se O & una quadrica ellittica non singolare di PG(3,q), ad ogni retta
r esterna ad O resta associato un fascio di piani ed ognuno di tali piani
interseca © o in un punto oppure in n = g + 1 punti distinti. Pertanto,
ad ogni retta r esterna ad © resta associata una partizione P(r) di ©
stessa e, denotata con F la famiglia di tutte le partizioni P(r) ottenute al
variare di  nell'insieme delle rette esterne ad @, la coppia (©, F) fornisce
un esempio di (0,¢ + 1, ¢ + 1)-quadrica.

Sia O una conica non degenere di un piano 7 dello spazio PG(3,q),
sia V un punto di PG(3,¢)\~ e sia C il cono che proietta O da V. Posto
€ = C\ {V}, ad ogni retta di PG(3,q) esterna ad £ e non passante per
V corrisponde, come nel caso della quadrica ellittica sopradescritto, una
partizione di £ stesso. Denotata con F la famiglia di tutte le partizioni
di £ ottenibili nel modo suddetto, abbiamo che la coppia (£,F) & un
esempio di (1, g+ 1, g)-quadrica.

In modo del tutto analogo, se H & una quadrice iperbolica non-
singolare di PG(3,q), la coppia (H,F), dove F indica la famiglia delle
partizioni dell’insieme dei punti che costituiscono H individuate da tutte
le rette esterne ad H stesso, ci fornisce un esempio di (2,9 + 1,¢ — 1)-
quadrica.

3 — Alcuni risultati preliminari

Al fine di snellire la successiva trattazione denoteremo con:

B, la famiglia di tutti gli n-cerchi di B;

B, la famiglia di tutti i cerchi di B aventi cardinalita 1;

F(v) la famiglia delle partizioni di F che contengono un fissato cer-
chio v di B.

B(X) la famiglia dei cerchi di B che contengono un assegnato punto
X di&;

7(X) la famiglia dei punti del cerchio 4 indipendenti rispetto ad un
fissato punto X ¢ .

(3.1) Per ogni terna di punti distinti di una (0, n, s)-quadrica (&, F)
passa esattamente uno, ed un sol, cerchio.
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DIM. In virtd di (A.1), basta dimostrare che due qualsiasi punti di-
stinti X, X;, di € sono indipendenti. A tal fine si consideri una partizione
P € F. Se i due punti appartengono ad un medesimo cerchio di P il ri-
sultato & provato. Se invece essi appartengono a due cerchi distinti di P,
allora, essendo m = 0, essi sono indipendenti.

(3.2) Ogni coppia di punti distinti di una (0,7, s)-quadrica & conte-
nuta in esattamente s = (v — 2)/(n — 2) cerchi.

DIM. Siano X ed Y due distinti punti di £. Dalla (3.1) discende
che per ogni punto Z € £\ {X,Y} esiste un unico cerchio -y tale che
X,Y,Z € ~. Se v & un altro cerchio che contiene sia X che Y allora, per
(A.1), [y N%| = 2 e quindi i punti di £\ {X,Y} si possono ripartire in
(v —2)/(n — 2) sottoinsiemi disgiunti ognuno dei quali & contenuto in un
unico cerchio del fascio di cerchi per X e Y.

Si osservi che se m > 1, allora ogni partizione di F non contiene alcun
1-cerchio. Infatti, se n > 2, sia ¥ = {X} un l-cerchio. Se Y € £\ {X},
allora, per (A.3), esistono almeno due punti distinti dipendenti con X, il
che & assurdo. Se, invece, m = 1, sia v = {X} un 1l-cerchio. Grazie a
(A.3), ogni Y € £\ & tale che X||Y. Se ' & un n-cerchio non contenente
X, certamente esistente per (2.2), allora, ogni punto di 4’ & dipendente
con X e, poiché |¥] = n > 3, si contraddice (A.3). Quindi, se m > 1,
allora B; = @.

(3.3) v> s(n—2)+2, ovverov 2 (n-m-1)(n-2)+2.

DimM. Fissati due qualsiasi punti indipendenti di £, per (3.2) ed (A.4),
per essi passano s cerchi distinti; inoltre, per (A.1), due qualsiasi di tali
cerchi non hanno altri punti in comune oltre ai due punti fissati.

(3.4) Sem =0, allora v = s(n — 2) + 2.
DiM. E una semplice conseguenza di (3.2) e di (A.1).

(35)Sem =0, v = {X} € B, ed Y € £\, allora esistono
esattamente s = (v — 2)/(n — 2) n-cerchi distinti che contengono ¥ ed
intersecano v soltanto in un suo punto.

DiM. Segue immediatamente da (A.4) e da (3.2).

(3.6) Per ogni vy € By, perogni Y € € \ 7 e per ogni X € (Y)
esistono esattamente o = 8 — (n — m) + 1 cerchi tangenti a v in X e
passanti per Y.
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DiM. Per (A.4), la coppia di punti {X,Y} & contenuta in s cerchi
distinti. Inoltre, da (A.1l) segue che per ogni Z € v(Y) \ {X} esiste
un unico cerchio, che denoteremo con (X,Y, Z), contenente, X,Y e Z e
quindi, poiché per (A.3) si ha che [y(Y)\{X}=n—-m—-1,n—-m—-1di
quegli s cerchi sono secanti con . Pertanto X & contenuto in esattamente
8 — (n — m — 1) cerchi tangenti a vy e passanti per Y.

Si osservi che (3.6) ha sempre senso poiche, per ipotesi, 8 > n—m—1.

(3.7) Ogni punto appartiene ad un numero costante 9 di cerchi.

DiM. Infatti, supponiamo dapprima che in B esistano almeno due
n~cerchi disgiunti, v e 7/, la cui unione sia propriamente contenuta in
E. Sia X € £\ v. Da (A.1) ed (A.3) discende che ogni coppia di punti
distinti di v(X) individua un unico cerchio contenente X e quindi, poiché
[¥(X)] = n — m, si ha necessariamente che

o("%)

dove con 3 si & denotato |B(X)|. Da (3.6) segue, inoltre, che X appartiene
ad o cerchi distinti che intersecano 7 soltanto in un punto. Percio, X
appartiene esattamente a

8- (n— ) — a(n —m)
2
cerchi disgiunti da +.

Sia P € F una partizione che contiene . Tale partizione conterra un
unico cerchio 7" tale che X € 4. Al variare di P in F(7),7" variera nella
famiglia dei cerchi per X disgiunti da v e quindi, per (A.2), si otterra una
corrispondenza biunivoca tra F(7) e I'insieme dei cerchi per X disgiunti
da -y stesso. Quindi

o= ("3 -atn-m =17

e percid

(371 0= (") +atn-m)+ 10l
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Pertanto ogni punto X € € \ 7y appartiene ad esattamente 8 cerchi
di B.

Ripetendo lo stesso ragionamento a partire dal cerchio 4/ e da un
punto Y € £\ v/, otterremo che ogni punto di £ \ 7' apparterrd ad un
numero costante 8 di cerchi. Ma, per (2.2), esiste almeno un punto
Z € E\ {yU~'} e, quindi, risulta che 8 = J'.

Nel caso in cui non esistano in B due n-cerchi disgiunti la cui unione
sia propriamente contenuta in £, si verifica che si possono avere soltanto
le seguenti particolari (m,n, s)-quadriche:

(a) la (0,3,4)-quadrica che si ottiene associando ad un qualsiasi in-
sieme £ di cardinalita v = 6 la famiglia di partizioni F i cui elementi sono
costituiti da coppie di terne (3-blocchi) disgiunte di elementi di £.

(b) la (1,3,2)-quadrica che si ottiene dal cono quadrico di PG(3,2)
nel modo descritto nel paragrafo 2.

(c) la (1.4.2)-quadrica che si ottiene considerando la coppia (&,F),
con £ definito nel modo seguente: siano 7 un piano proiettivo di PG(3,2)
ed 0 una ovale completa di 7 (i.e. 2 & un sottoinsieme di punti di 7 tale
che mai tre punti di Q appartengono ad una stessa retta e per ogni punto
di Q passano solo secanti ad € stesso). Sia V' un punto di PG(3,2)\ 7
e si consideri la struttura di incidenza (£, B U C,I) in cui £ & 'unione
degli insiemi dei punti delle rette congiungenti V con un punto di 2,
meno il punto V stesso (P’ = £ U {V} si dice anche il cono speciale che
proietta dal vertice V I'ovale completa 2); B & l'insieme di tali rette e
C ¢ l'insieme delle intersezioni del cono P’ con i piani di PG(3,2) non
passanti per V. Allora la famiglia dei fasci di piani di asse le rette esterne
a P’ da luogo ad una famiglia di partizioni F di € tale che (£, F) & una
(1,4,2)-quadrica.

(d) la (0,3,3)-quadrica che si ottiene in modo naturale a partire da
una quadrica ellittica di PG(3,2).

(e) 1a (0,3,2)-quadrica che si ottiene associando ad un qualsiasi in-
sieme £ di cardinalita v = 4 la famiglia di partizioni 7 di £ ognuna delle
quali o & costituita da una terna di punti distinti di £ e dal punto resi-

duo o & la partizione di £ costituita da tutti e soli i sottoinsiemi di £ di
cardinalita 1 (o 1-blocchi).

Per brevita, omettiamo la verifica di quanto affermato ai punti (a) -

(e) ed osserviamo che in ognuno dei casi elencati & evidente che per ogni
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punto passa uno stesso numero di cerchi.
L’asserto & definitivamente provato.

(3.8) Ogni n-cerchio di B appartiene ad esattamente

[P =0~ (”’2"‘) - a(n—m)

partizioni distinte di F.
DiM. Da (3.7) e da (3.7.1) segue che, se 4 e 4 sono due n-cerchi
distinti allora

()] + (";"‘) +a(n - m) = |F(7)|+ (";"‘) +a(n—m)=2

e quindi [F(v)| = |F(v')| e P'asserto & provato.

(3.9) Se By =, allora |F| = 8[0 - (*;™) - a(n —m)| = .

DiM. Sia X € €. Ogni partizione P € F contiene un unico cerchio
per X. D’altra parte X appartiene a d cerchi ognuno dei quali appartiene

a F () partizioni distinte di . Poiché due cerchi per X appartengono a
due distinte partizioni si ha immediatamente I’asserto.

(3.10) Se m = 0, allora ogni 1-cerchio { X} appartiene ad esattamente
0 — s partizioni distinte di F.

DiM. Sia Y € £\ {X} esia P € F({X}). Allora esiste un unico
cerchio v in P che contiene Y (e quindi disgiunto da {X}). Al variare di
P in F({X}), 7 varia nell’insieme dei cerchi contenenti Y e disgiunti da
{X}. Percid, per (A.2), resta definita una corrispondenza biunivoca tra
F({X}) e l'insieme dei cerchi per Y disgiunti da {X} stesso. Da (3.7) e
da (3.2) si ottiene, dunque, I’asserto.

(3.11) Se B, = @, allora |B,| = (v3)/n.

DiM. Contando in due modi tutte le possibili coppie distinte che si
possono formare con un punto di £ ed un n-cerchio passante per il punto
stesso, grazie a (3.7), si ottiene che vd = |B,|n e quindi 'asserto.

(3.12) Se B, = 9, allora
v=[n(n-1)(s-1)(n-2)+n(n—m)(n—m-1)]/[(rn - m)(n—-m-1)).
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DiM. Si contino tutte le possibili configurazioni formate da:

un cerchio 7, un punto X ¢ v, un cerchio v/ tale che X € 7' e
|y N+| = 2. Contando in due modi tali configurazioni, grazie a (3.7),
(3.11) ed (A.4), si dimostra che vale la seguente uguaglianza

v{[v8/n) — 8][(n — m)(n—m—1)/2]} = (v6/n)[n(n - 1)/2)(s ~ 1)(n - 2).

Con facili calcoli si prova quindi 'asserto.

(3.13) Se B, =0, allora ogni partizione contiene esattamente
7 =[n—=1)(s-1)(n-2)+ (n—-m)(n—-m-1)]/[(n - m)(n —m —1)]

cerchi.

DiM. E una immediata conseguenza di (3.12) e del fatto che ogni
cerchio contiene n punti.

4— Le (0,n,n)-quadriche ed i piani di Mdbius

In questo paragrafo studieremo quelle particolari (m, n, s)-quadriche
per le quali m = 0 ed s = n. Per brevita, denoteremo tali quadriche con
il simbolo 9,,.

Abbiamo gia visto nel paragrafo precedente che porre m = 0 non
implica necessariamente che s sia uguale ad n, oppure che la (m,n, s)-
quadrica sia deducibile da un ovoide di PG(3,q). In proposito, esistono,
comunque, anche esempi meno banali.

Infatti, sia £ un insieme di cardinalita 7 e sia B la famiglia di tutte le
terne di punti distinti di £. Inoltre, sia F la famiglia di tutte le partizioni
di £ formate da due terne disgiunte di B; e dal residuo punto di £ non
contenuto in esse e la partizione di € formata da tutti i sottoinsiemi
di £ di cardinalitad 1 sia anch’essa in F. E facile verificare che (£, F)
¢ una (0, 3,5)-quadrica. Inoltre, poiché non esistono piani inversivi di
cardinalita 7, tale struttura non & derivabile da alcun ovoide proiettivo
né da alcun piano inversivo ovoidale o non.

Esistono anche (0,7, s)-quadriche tali che I’insieme degli 1-cerchi &
vuoto. Si consideri, infatti, un qualsiasi insieme £ di cardinalita 9 e si
denoti con B la famiglia di tutte le terne non ordinate di punti di £. Se
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F denota la famiglia delle partizioni di £ costituite da tre terne disgiunte
di 7, allora la coppia (€, F) & un esempio di (0,3,7)-quadrica con B, = §.

Scopo principale di questo paragrafo & quello di provare i seguenti
risultati.

TEOREMA 4.1. Se (£,F) & una ©,, allora (£,B8,) & un piano di
Maobius di ordine g =n — 1.

LEMMA. Se (€,F) ¢ una ©,, allora ogni partizione di F contiene
esattamente due 1-cerchi e ad ogni n-cerchio vy resta associata una per-
mutazione involutoria I() dei punti di £ che ha come punti uniti tutli e
soli i punti di .

Denoteremo, d'ora in avanti, con ', la famiglia di tutte le permuta-
zioni involutorie /(v) di cui al precedente lemma.

E ben noto che, se g & pari, tutti i piani di Mobius di ordine ¢ sono
ovoidali e che non si conoscono ancora piani inversivi non ovoidali di
ordine ¢ dispari (cfr (3], p. 254). Ricordiamo, infine, che (cfr. [1}), se
g & dispari, ogni ovoide proiettivo di PG(3,q) & l'insieme dei punti di
una quadrica ellittica dello stesso PG(3,q), mentre se g & pari sono noti
esempi di ovoidi proiettivi di PG(3,q) che non sono quadriche (cfr., ad
es., [14)).

TEOREMA 4.2. Se (€,F) & una ©,, con ¢ = n — 1 pari, allora
g = 2" per un opportuno intero h > 2 e linsieme £ é un ovoide proiettivo
di PG(3,q).

TEOREMA 4.3. Se (€,F) é una ©,, con ¢ = n — 1 dispari, tale
che per ogni coppia di punti distinti di £ ogni involuzione di ', che li
scambia & permutabile con ogni involuzione di I'y che Ui fissa, allora € &
un ovoide proiettivo (i.e. una quadrica ellittica) di PG(3,q).

Proviamo innanzitutto il Teorema 4.1.

In virti della (3.1) e della (2.2), & sufficiente dimostrare che nella
(3.6) si ha che @ = 1. Ma cid & immediata conseguenza delle uguaglianze
m=0eds=n.

LEMMA 4.2. Se (€,F) é una ©,, allora ogni punto X € £ & tale
che {X} € By;
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DiM. Osserviamo, innanzitutto, che, in virtu del Teorema 4.1, v =
g*+1 e ogni punto di £ & incidente con g(g+1) n~cerchi. In virta di (3.7),
ogni punto appartiene ad un numero costante @ di cerchi. Pertanto, o

=g(g+1) 08 = g(g+1) +1 a seconda che {X} non sia o sia un
1 cerchio. E chiaro che, sempre per (3.7), o ogni {X} & un 1-cerchio, al
variare di X in £, oppure non esistono 1-cerchi in £. Se nessun {X} & un
1-cerchio, allora ogni partizione P € F contiene solo n-cerchie v = ¢ +1
& divisibile per g+1, il che & assurdo. Infatti, poiché ¢>—1 = (g+1)(g—1),
allora (¢ +1)/(g+1) = [(g— (g +1) +2]/(g+1) =q¢—1+[2/(g+ 1)]
e poiché ¢ > 2 I'ultimo addendo non & un intero.

Dunque, ogni punto di £ & anche un 1-cerchio.

Proviamo ora che ogni ©,, & un ovoide generalizzato nel senso definito
in [4]. Infatti, in virtu della (3.1) e della (A.2) basta provare che vale la
seguente uguaglianza: [B(X)| = |F(x}| + n. A tal fine, si osservi che per
(3.7), |B(X)| = 8 e, per (3.10), [F(x)| = 8 — s = 0 — n. Pertanto 6, &
un ovoide generalizzato ed i Teoremi ed il Lemma sopra citati sono una
. immediata conseguenza dei risultati gia dimostrati in [4).

5 — Le (1,n,n-1)-quadriche ed i piani di Laguerre

In questo paragrafo studieremo quelle particolari (m, n, s)-quadriche
(€,F) per le qualim = 1 ed s = n—1. Per brevita, d’ora in avanti,
denoteremo tali strutture con L.

Osserviamo innanzitutto che porre m = 1 non implica necessaria~
mente che una (m,n, s)-quadrica risulti una L,. Un esempio di cid &
stato gia dato alla (c) del paragrafo 3 dove si & mostrata I'esistenza di
una (1,4,2)-quadrica.

La seguente struttura di incidenza &, invece, un esempio di (1,3,3)-
quadrica. Sia £: = {X1,X2,X3,11,,Y2,Y3,21, 22,23}, con [E] = 9, e
sia B la famiglia di tutte le terne di punti di £ del tipo {X;,Y}, Z:},

1,7,k =1,2,3. Sia, infine, F la famiglia delle partizioni di £ ognuna delle
quali & costituita da tre terne disgiunte di B. E facile verificare che (£, F)
& una (1,3,3)-quadrica.

In accordo con la terminologia adottata in [12], pag. 330, sui piani di
Laguerre, sui piani di Laguerre ovoidali e sui piani di Laguerre classici,

dimostreremo in questo paragrafo i seguenti risultati:
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TEOREMA 5.1. Se (€,F) é una L,, allora esiste una partizione L
di £ tale che la struttura di incidenza (€,LU B, I), dove con I si indica
la naturale relazione d’incidenza, é un piano di Laguerre.

Una L, si dice regolare se soddisfa le due seguenti condizioni:

(I) Per ogni terna di coppie (X, %), con X; €E, X; €y, X, # X2 #
Xi # X1, 1 =1,2,3, tali che almeno due dei punti X; sono indipendenti e
nessun cerchio tangente a ; in X; & tangente anche a v; in X per i # j,
esiste un punto Y € £\ {X,, X;, X5} tale che i cerchi 8;, i = 1,2,3, dove
B; & I'unico cerchio per Y tangente in X; a +;, sono a due a due tangenti
inY.

(II) Per ogni coppia (X;,7), (X2,72), con X; ed X, indipendenti e
tali che nessun cerchio & tangente sia a v, in X; che a v, in X, e tale
che fissato un qualsiasi punto Y, indipendente sia con X, che con X, e
denotata con 8(Y) la famiglia dei punti di £ dipendenti con Y, esiste in
A(Y) un punto Z tale che i cerchi §, e §,, dove §; & I'unico cerchio per
Z tangente a v; in X;(¢ = 1,2), sono tangenti tra loro.

TEOREMA 5.2. Se (€,F) é una L, regolare, con n dispari, allora
esiste una partizione L di £ tale che la struttura di incidenza (€,L U
B,I), dove con I si indica la naturale relazione d’incidenza, é un piano
di Laguerre classico.

COROLLARIO.  Se (£,F) & una L, regolare con n dispari, allora
£ coincide con linsieme dei punti di un cono quadrico di PG(3,q), con
g = n — 1, privato del suo vertice ed ogni cerchio di B coincide con
l’insieme intersezione di un opportuno piano di PG(3,q), non passante
per il vertice del cono, ed £.

Per dimostrare il Teorema 1, osserviamo che se (£, F) & una Ly, cio®
se s=n—1e q=s, dalla (3.6) si ricava che vale la seguente proprieta:

(L.1) Per ogni cerchio v, per ognipunto Y € £ \veperogni X € y(Y)
esiste esattamente un cerchio tangente a v in X e contenente Y.

Ricordiamo inoltre che la (A.1) ci assicura che in L, vale la seguente
proprieta:

(L.2) Per ogni terna di punti di £ a due a due indipendenti passa uno
ed un solo cerchio v € B.
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La (2.2) e losservazione fatta subito dopo la (3.2) ci permettono,
infine, di affermare che in (€, F) vale anche la seguente proprieta:

(L.3) esiste un punto X € £ ed un cerchio <y € B non contenente X,
Inoltre, ogni cerchio vy € B contiene almeno tre punti.

Essendom = 1eg= s = n~—1, e quindi B, = @, dalla (3.12) si
ricava:

(5.3)v=|€| =n(n-1)=¢(qg+1).

D’altro canto, la (3.13) ci assicura che vale la seguente proprieta:

(5.4) ogni partizione P di F contiene esattamente ¢ = n — 1 cerchi.

Sia, dunque, P una fissata partizione di F. Se X € £, denotiamo con
7(X) la famiglia di tutti i punti di £ dipendenti con X, con I'aggiunta
dello stesso punto X. Poiché P & una partizione di £ e, per (A.3), in ogni
cerchio v € P esiste un unico punto, X,,, dipendente con X, dalla (5.2)
discende che:

(5.5) Per ogni X € £, 7(X) ha cardinalitd ¢ =n — 1.

Possiamo, inoltre, provare che vale la

(5.6) Siano X e Y due punti distinti di £ tali che Y ¢ r(X). Allora,
r(X)NrY)=0.

Infatti, poiché Y non & dipendente con X, esiste un cerchio «y che
contiene sia X che Y. Se Z fosse un punto di 7(X)Nr(Y), allora Z ¢ v
ed in +y esisterebbero due punti distinti, X e Y, dipendenti con Z, contro
lipotesi fatta che vuole m = 1.

Dalle (5.3) e (5.6), si deduce che & risulta ripartito in g+1 sottoinsiemi
del tipo r(X) a due a due disgiunti. Denotiamo con L tale partizione.
Dalla stessa definizione di r(X) e dalla (A.3), discende che:

(L.4) Per ogni cerchio v € B e per ogni 7(X) € L, si ha che |r(X) n

=1.
i Poiché in (€, LUB, I) valgono (L.1) - (L.4), tale struttura di incidenza,
& un piano di Laguerre (cfr. (12], pag. 330) di ordine ¢ = n — 1 ed il
Teorema 1 & provato.

Per dimostrare il Teorema 5.2, si osservi innanzitutto che, fissato un
punto X € £ ed un cerchio -y contenente X, poiché (per il precedente Teo-
rema 5.1) L, = (€, LUB, I) & un piano di Laguerre, I'insieme £\ {r(X)} si
ripartisce in una famiglia di n sottoinsiemi ognuno dei quali & contenuto
in un cerchio tangente a tutti gli altri in X stesso; per dimostrare cid
basta applicare ripetutamente (5.3) e (L.1). Se 7’ & un cerchio tangente
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a <y in X e " & un cerchio anch’esso tangente a 7y in X allora anche " &
tangente a 7’ nello stesso X. Infatti, se X,Y € ¥ Nv”, con X # Y, allora
per Y passano due cerchi distinti, 4’ ¢ 4", tangenti entrambi a v in X il
che & assurdo per (L.1). Tale famiglia di cerchi in unione con il punto X
sara anche detta T-fascio di centro X e denotata con T(X'). Pertanto,
il fascio T(X) & un insieme, massimale in B, di cerchi a due a due tan-
genti in X. Dalla (i) discende pertanto che, per qualsiasi terna di T-fasci
T(X1), T(X2),T(X3), i cui centri non appartengono ad uno stesso gene-
ratore 7(X) € L, esiste un T-fascio T(X) avente intersezione non vuota
con T(X;), i = 1,2,3. Inoltre, dalla (ii) discende che per ogni r(X) € L
e per ogni coppia di fasci T(X,), T(X,) tali che X; ¢ r(X),i=1,2, e
X, indipendente con X;, esiste un T-fascio T(Y') avente intersezione non
vuota con r(X), T(X;) e T(X;). Allora il nostro Teorema & una conse-
guenza di un recente risultato di J.A. Thas (cfr [12], pag. 340), ottenuto
mediante 'applicazione della teoria dei Quadrangoli Generalizzati.

6 — Le (2,n,n — 2)-quadriche ed i piani di Minkowski

In questo paragrafo studieremo le (m,n, s)-quadriche (£, F) per le
quali valgano le seguenti uguaglianze: m = 2, s = n — 2. D'ora in avanti,
per brevita, denoteremo tali strutture d’incidenza con M.

In virtd di (A.3) e del fatto che m = 2, fissato un qualsiasi cerchio
~ € B, si pud definire almeno una applicazione

o(V): ENY—= 7 XY

tale che ad ogni punto X del dominio faccia corrispondere una coppia
ordinata (X;-, X»,) di punti di v dipendenti con X stesso.

Allora, fissate una qualsiasi partizione P € F ed una qualsiasi fami-
glia ¥ = {¢(8)|8 € P} di applicazioni, denoteremo con r;(¥)(X), [o, se
il contesto lo permetterd, semplicemente con 7;(X)] I'insieme {Xis|8 €
P:-X ¢ ﬂ} U {X}, i= 1v2) dove (Xlﬁy X2ﬁ) = (P(B)(X)

Una M,, (£,F), si dice regolare se ogni ¢(v) & iniettiva (v € B) e
se, rispetto ad almeno una partizione P € F, esiste una famiglia ¥ =
{o(7)ly € P} tale che ri(¥)(X) = r:i(¥)(X:s) per ogni d € P.

Scopo principale di questo paragrafo & quello di dimostrare i seguenti
risultati:
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TEOREMA 6.1. Se (€, F) é una L, regolare, allora esiste in £ una
famiglia L = £, U L, di sottoinsiemi tale che la struttura d’incidenza
(£,LUB,|), dove con | si indica la naturale relazione d’incidenza, é un
piano di Minkowski di ordinegq=n —1.

Dal Teorema 6.1 e dal fondamentale Teorema di W. HEISE (5] e N.
PERCsY (10}, segue immediatamente che vale il seguente

TEOREMA 6.2. Se (€,F) é una M, regolare con ¢ = n — 1 pari,
allora (€,L U B, I) & un piano di Minkowski classico ed £ é linsieme dei
punti di una quadrica iperbolica di PG(3,q).

Data una M, regolare e fissato un qualsiasi cerchio v € B ed un
qualsiasi punto X € £ \ v, se esiste un punto Y € £\ v tale che, con
riferimento ad una particolare ¥, X, = Y2, e X;, = Y}, allora diremo
che X ed Y sono opposti rispetto a . Se X ed Y sono opposti rispetto
a v allora essi sono indipendenti. Infatti, se X||Y, allora si avrebbe che
0 X, = Y14 0 Xpy = Y3, € quindi che X), = Xy, il che & assurdo.

TEOREMA 6.3. Sia (€,F) una M, regolare e tale che, per ogni
coppia di punti X,Y di £ tra loro opposti rispetto ad un fissato cerchio
~ € B e per ogni cerchio O contenente sia X che Y si verifichi che:

se Z € 9, allora esiste un punto U € @ opposto a Z rispetto a =y.

Allora la struttura d’incidenza (€,LUB,I) & un piano di Minkowski
di ordine g =n — 1 ed £ ¢ l'insieme dei punti di una quadrica iperbolica
di PG(3,9).

Dimostriamo, innanzitutto il Teorema 6.1. Dalla (A.1) segue che:

(M.1) per ogni terna di punti a due a due indipendenti passa esatta-
mente un cerchio di B.

Dalla (3.6) e dal fatto che m =2 ed s = n — 2, si ricava che:

(M.2) per ogni cerchio v € B, per ogni punto Y € € \ 7y e per ogni
punto X € 7(Y) esiste un unico cerchio § € B contenente Y e tangente
avin X.

Dalla (2.2) e dal fatto che n > 3, discende che:

(M.3) esiste un cerchio in B contenente almeno tre punti.

Dalla (3.12) si ricava inoltre che:

(6.4) El=v=n®*=¢*+29+1.
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Poiché m = 2, abbiamo gia provato che deve essere B; = @ e quindi, per
la (3.13), si pud concludere che:

(6.5) ogni partizione di F contiene esattamente n = q + 1 cerchi.
Siamo ora in grado di provare che:
(6.6) per ogni «y € B, l'applicazione () & biiettiva.

Infatti, essendo |€] = n? e |y| = n, si ha anche che [y x 9| = n(n-1)
e [E\ v = n?—n = n(n - 1). Pertanto, dalla iniettivita della (),
discende necessariamente la sua suriettivita.

Sia P una fissata partizione di F ed X un punto di £. Dalla defini-
zione di r;(X) e dalle (6.5) e (6.6), si ricava che:

(6.7) Iri(X)| = n.

Osserviamo, inoltre, che se X ed Y sono due punti distinti e dipendenti,
allora esiste un cerchio v € P tale che Y € v e quindi, o Y = X,,
oY = X,,; pertanto Y € r(X): = r(X)Ury(X). Possiamo allora
affermare che:

(6.8) (X)) & I'insieme costituito da X stesso e da tutti e soli i punti
di € dipendenti con X e [r(X)|=2n—1=2¢+1.

Proviamo ora che:

(6.9) se Y €ri(X) eY # X, allora ri(Y) = ri(X).

Infatti, se Y € r;(X), allora esiste un cerchio 3 € P taleche Y = X;;.
Quindi, per la condizione di regolarita, r;(X) = r:(Xig) = ri(Y).

(6.10) Se Y ¢ (X)), allora ry(Y) Nry(X) = 0.

Infatti, se z € r;(Y) Nr:(X), allora esiste un cerchio 8 € P tale che
Z = Xis = Y. Pertanto, dalla regolarita, segue che

7:(X) = ry(Xig) = 1:(Yip) = ri(Y), vale a dire che Y € r;(X), contro
I'ipotesi.

(6.11) Se Y ¢ r(X), allora |[r;(Y)Nr;(X)| =1, peri# jei,j=1,2.

Infatti, sia & un cerchio contenente sia X che Y, la cui esistenza

¢ assicurata dal fatto che Y ¢ r(X). Siano, inoltre, A e B due punti
distinti di 7;(Y) Nr;(X). Allora A & dipendente sia con X checon Y e
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poiché X # Y, si avra che ¢(8)(A4) = (X,Y) oppure ¢(8)(4) = (Y, X).
Analogamente, si avra che p(8)(B) = (X,Y) oppure che ¢(8)(B) =
(Y, X); ed, in ogni caso, che p(8)(A) = ¢(8)(B). Ma cid & assurdo
in quanto A # B e ¢(d) & iniettiva. D’altro canto, grazie alla (6.6),
esistono un punto Z € £\ 8 tale che ¢(9)(Z) = (X,Y) ed un punto
U € £\ 0 tale che p(8)(U) = (¥, X) e quindi o Z € r;(Y)Nr;(X) oppure
Ue Ti(Y) N Tj(X).

In virtd della (6.10), fissata una partizione P € F, restano definite
due partizioni £, ed £, di £ ognuna delle quali & formata dagli n sot-
toinsiemi (a due a due disgiunti) r;(X®), r;(X®),... ,r(X™), i =1,2,
dove ;(X™) & definita a partire da un qualsiasi punto X di £ ed r;(X®),
con h=2,...,n, & definita a partire da un qualsiasi punto X*) di

£ \ Dl T,‘(X(k)).
k=1

Denotata con £ l'unione di £, ed £, i cui elementi saranno an-
che detti generatori di &, e considerata la struttura di incidenza M =
(€,L U B,I) di cui all'enunciato, grazie alle (M.1),(M.2) ed (M.3), per
provare che M & un piano di Minkowski & sufficiente provare che ogni gene-
ratore interseca ogni cerchio in esattamente un punto. Sia, dunque, v € B
ed ri(X®W)eL,i=1,2ed h=12,...,n Se|ynr(X®)| > 2, allora
esisterebbero in 7;(X?) almeno due punti indipendenti, in quanto appar-
tenenti al cerchio -y, contro I'ipotesi che vuole tutti i punti di 7;(X™) a
due a due dipendenti. Pertanto, |y Nr;(X®)[ < 1. D’altro canto, se v &
un qualsiasi cerchio di B, comunque si prenda un generatore r;(X "),
esistono in 7 due punti distinti, A e B, dipendenti con X®, Se A,
B € r;y(X™), allora esisteranno due cerchi &, 8 € P tali che X W =a
e Xl(f'g = B e quindi esistera un cerchio 9 che interseca un generatore
in almeno due punti, il che & gia stato dimostrato essere assurdo e, di
conseguenza, A e B devono appartenere necessariamente ad r(X®) e
ro(X W), rispettivamente. Il Teorema &, pertanto, provato.

Per dimostrare il Teorema 6.3, in base a (6.6) definiamo una famiglia
I' di permutazioni involutorie di £ nel modo seguente:

perogniy € B, J,: £ = E taleche J(X) =X se X €ve J,(X) =
X', con X' = ¢(7)~ (X2, X14) 56 X € 7.

La famiglia I' gode allora delle seguenti proprieta:
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(I".1) ogni involuzione J, possiede almeno un punto fisso e trasforma
ogni punto non fissato X in un punto X’ indipendente con X.

Infatti, se fosse X||X’, allora si pud provare che 7;(X) = r;(X’) e,
quindi, X, = X|, = X;,(i # j) contro I'ipotesi m = 2.

(I'.2) Se J, fissa un punto X, allora J, scambia tra loro i due gene-
ratori passanti per X.

Infatti, se J,(X) =X, allora X €4. SeY € ri(X) e Y # X, allora
J,(Y) =Y dove p(v)(Y’) = (Y24, X) e quindi Y’ € rp(X).

(.3) Ogni terna di punti di £, a due a due indipendenti, & fissata da
un’unica involuzione di I

Questo & una semplice conseguenza della (M.1) e della definizione di
I

(T".4) Per ogni punto X € £ e per ogni coppia di punti indipendenti
Y,Z € & entrambi indipendenti con X, esiste un’unica involuzione che
fissa X e scambia Y con Z.

Infatti, 8i-considerino i due punti A: =7,(Z2)Nr.(Y) e B: =r,(Z)N
r(Y). Se una involuzione J, fissa X, allora v deve contenere X stesso
e se J, scambia Y con Z allora 7y deve contenere sia A che B. Poiché si
pud dimostrare che A, B e X sono a due a due indipendenti, per la (I'.3),
P’asserto € provato.

(T".5) Ogni involuzione J, che scambia tra loro due punti indipendenti
di £ commuta con ogni involuzione Js che fissa entrambi tali punti.

Infatti, siano X e Y due punti indipendenti e J, scambi X con Y.
Allora o & un cerchio che contiene i punti A e B definiti in relazione ad X e
Y come nelle dimostrazione di (I'.4). Siosservi che ogni involuzione Jg che
fissa sia X che Y érelativa ad un cerchio che contiene sia X che Y e quindi
i punti fissati da tale involuzione sono tutti e soli i punti di 8. Allora, in
virt1 del Teorema 6.3, per ogni Z € 8, (J4 0 J3)(Z) = Ja(Z) = Z' € B,
mentre, poiché Z' € B, (Jg o Jo)(Z) = Jpg(Z') = Z'. L’asserto & cosi
completamente provato.

Dalle osservazioni fatte nella parte conclusiva della dimostrazione di
(3.7) segue che se m = 2, allora || > 7 e quindi la struttura di incidenza
(€, £1,L2,T) & una abstract ruled quadric nel senso di Lo Re-Olanda (cfr.
(9], pag.141), e quindi, per il Teorema 1.5 dello stesso articolo (9], il
Teorema & completamente provato.
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7 — Conclusione

Molte sono ancora le ricerche che si possono condurre sulla teoria
delle (m, n, s)-quadriche introdotta in questa nota.

In un successivo articolo verranno approfonditi gli studi di alcuni dei
pilt importanti tipi di (m, n, s)-quadriche ed in particolare verranno messe
in evidenza alcune limitazioni di carattere aritmetico relative all’esistenza
di tali strutture. Il problema che per ora sembra pil interessante & quello
relativo all’esistenza di (2, n, s)-quadriche con s # n — 2.

A tal proposito & importante osservare che da un piano a cerchi
(Mobius, Laguerre, Minkowski) non deriva necessariamente una (m, n, s)-
quadrica. Infatti, mentre tutti i piani di Mobius e di Laguerre finiti
sono ovoidali (cfr. [12]), e quindi generano una (0,n,n)-quadrica o una
(1,m,n — 1)-quadrica rispettivamente, & stata provata l'esistenza di piani
di Minkowski finiti tali che dati due loro cerchi disgiunti non esiste al-
cuna partizione in cerchi (o flock) dell’insieme dei punti che contiene
contemporaneamente tali cerchi (cfr. A. Bonisoli, Insiemi di permuta-
zioni e (B)-geometrie, Tesi di dottorato 1988). Percid, da tali piani di
Minkowski non puo derivare in modo naturale alcuna (m, n, s)- quadrica.
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