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Dipendenza continua dai dati della soluzione

di un problema singolare di Goursat

B. FIRMANI

RIASSUNTO - Si considera il problema di Goursat per l'equazione uzy = f(z,y,u)
quando le due curve I'; e 'z, sulle quali sono assegnati i valori della u, sono tangenti
nel loro punto in comune. Si dimostra la dipendenza continua della soluzione u dai
dati, che sono la funzione f, le curve 'y e 'z ed i valori assegnati alla funzione u su
I’y e 2. In particolare si calcolano esplicitamente tutte le costenti che compaiono nelle
stime che garantiscono la dipendenza continua dai dati. La dipendenza continua viene
stabilita in opportuni spazi di Banach.

ABSTRACT — In this paper we consider the Goursat’s problem for the egquation
when the two curves Ty, and T2, on which the function is prescribed, are tangent at
their common point. We prove the continuous dependence of the solution u on the
data, namely on the function f(z,y,u), on the curves I'; and I'2 and on the values of
u restricted to I'y and I'z. In particular, we explicitly calculate the constants appearing
tn the estimates which guarantee the continuous dependence. A basic tool in the proof
is provided by the introduction of some suitable Banach spaces.
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on the data.
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1 — Introduzione

Il problema di Goursat considerato in questo lavoro consiste nel de-
terminare la soluzione u(z,y) dell’equazione

(1‘1) Uy = f(x’ Yy u)
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la quale, lungo le curve regolari 'y e T, di equazione, rispettivamente,
y=a(z) (z € [0,0']) e z = B(y) (y € [0,0"]) ed aventi in comune solo
Porigine degli assi, assuma valori assegnati. Risulti, cioé

{u(x,a(z)) =p(z) 0<z<o

(1.2)
u(B(y),y) = p2(y) 0<y<o”

Quando le tangenti alle curve I'y e I'; nel punto in comune sono
coincidenti, e questo & il problema qui trattato, si ha uno dei cosiddetti
“casi singolari”.

In un recente lavoro, (3], & stata studiata, nel caso non singolare, la
dipendenza continua dai dati della soluzione dello stesso problema; nel
presente lavoro la dipendenza continua dai dati verra, invece, considerata
nel caso singolare. Per questo scopo verranno introdotti spazi di Banach
che “evidenzino” il contatto tra le curve I'; e I'; ed opportune condizioni
da imporre alle funzioni ¢;(z) e p2(y). Per quanto riguarda il significato
di tutti i simboli che non verranno qui definiti si rimanda al lavoro [3].

2 — Spazio D,(I)
Sia
(2.1) 7(z) = B(e(z))-

Per le ipotesi di regolarita assunte sulle funzioni a(z) e 8(y) la funzione
(z) appartiene alla classe C*[0,0” | mentre per I'ipotesi di contatto tra le

curve I'; e 2 si ha
(2.2) 7(0) = &/(0)5'(0) = 1.

Nel lavoro [2] & dimostrato che per ottenere un teorema di esistenza e
di unicita per la soluzione del problema (1.1) (1.2) & sufficiente supporre,
oltre ad opportune ipotesi sulla funzione f(z,y, s) precisate anche in [3],
Pesistenza di un numero q tale che (cfr. [2], formula (55)):

(2.3) 0 < min] lim[1 — 7'(z)]z"*
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e di un numero r > 0 tale che, posto

(2.4) p(z) = pa(z) - p2(a(z))
risulti
(2.5) ¢'(z) = O(z**).

Dalla (2.3) si deduce che, in un opportuno intervallo [0, p], risulta
l-7(z)z7?>A

da cui

(2.6) 1-Xz?>7(z) z€(0,p]

e quindi, poiché risulta 7(0) = 0, si ha

A_gi+e >7(z) z€(0,p

2.7 -
(2.7) T IF1

Sia v,,.(z) = /(1 + cz?)!/7 la funzione introdotta in [1]. Come gia dimo-
strato risulta 75 .(z) = z/(1 + ckz?)"/? ed inoltre si ha

1
(2.8) o) S s

Sussiste il seguente

LEMMA 1. [Esistono due costanti 9 > 0 e © > 0 ed un intervallo
[0, p] C [0,07] tali che

(2.9) 0<7(z) <o(x) z€(0,0)
(2.10) T(z) <O ze€(0,0]

(2.11) 0 < 7(z) < Y0(z) z€(0,0']
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DiM. La (2.10) & immediata conseguenza della regolarita della fun-
zione 7(z). Posto ¥(z) ~ 22149 — ,4(z) i ha:

¥(0) = ¥'(0) =0, ¥(z) <0 per z€0,0]

Risulta pertanto

LR ,
(2.12) z - E:r: 1 < v0(x) VT €E(0,0]
(2.13) 1-911 %00 oy (2) Vz e (0,0]

Dalle (2.6) e (2.13) si ha immediatamente la (2.9). Dalle (2.7) e (2.12),
tenuto presente che risulta Lliinm Yq.e(z) = , uniformemente in [p, o}, si
ha la (2.11).

Introduciamo ora lo spazio D} (I).

Siano I lintervallo [0,0’] e g un numero positivo. Lo spazio DY(I) &
lo spazio di tutte le funzioni h(z) tali che

(2) h(z) €C0,0’), sup EEZKOl < oo

(b) la funzione h*(z) = ﬂf’;—""‘-’l coincida, in (0, ¢}, con una funzione
continua in tutto {0,0']™.

Nello spazio D}(I) si introduca la seguente norma:

(2.14) 1~(@)1.q = [1A)]lx + [IR*(2) 0
Mostriamo ora il seguente teorema.

TeoREMA 1. Lo spazio D,(I) é completo.

() ogservi che C*() C D}(I). Appartengono & Di_; (con n > 2) tutte le funzioni
h(z) € C"(I), con K"(0) =...=h(""D(0) =0.
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DiM. Sia {t.(z)} una successione di Cauchy. Dalla disuguaglianza
lltll1.e = l|tlly ne segue che la funzione t(z) = nlm;lo t.(z) appartiene alla
classe C![0, 0'] e risulta lim [|t(z)—ta(z)[1 = 0. Indicato con n. un indice

tale da avere, per m,n > n, [|tm(z) — t,(z)[|1,4 <€, si ha che la funzione
t*(z) & prolungabile, per continuita, in tutto (0,¢’] ed inoltre risulta:

|t*(z) — ta()i = lim |t7.(z) —t(2)] < sup [t (z) — th(2)lliq S e
mn>ne

La tesi & cosi dimostrata.

Analogamente si definisce lo spazio D}(J), se J = [0,0”], e se ne
dimostra la completezza.

OSSERVAZIONE 1. Sia h(z) € D}(I), esiste allora una funzione A(z)
€ C°[0, o'} N C*(0, o’] tale che

(2.15) h(z) = h(0) + K (0)z + 27*h(z)
ed inoltre risulta:

(216) RO = KO, [R@ < 7@

Infatti posto, per z € (0,¢’]: h(z) = 1/(zq+l)ft"h‘(t)dt, risulta, per
0

il teorema della media integrale, h(z) = 1/(g + 1)k*(t(z)). Ne segue
lim h(z) = 1/(g+ 1)h*(0). La restante parte della tesi & immediata.

Indicate con 9, © e g le costanti che compaiono nel lemma 1 sia c una
costante maggiore di 9. Con M, = M,[0,¢’] indicheremo il sottoinsieme
dello spazio D}[0, 0] composto da tutte le funzioni t(z) tali che

(2.17) #(0) =1

(2.18) 0<t'(z) <6 z€0,0]

(2.19) t'(z) < volz) z€(00]
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(2.20) 0 < #(z) £ We(z) z €0,

Dalle (2.2), (2.9), (2.10) e (2.11) segue ovviamente che 7(z) € M,.
Mostriamo ora il seguente

LEMMA 2. Esiste una costante § > 0 (dipendente da 7(z) e dalla
classe M, ed esplicitamente calcolabile) tale che se risulta

lIr(z) - t(z)llg < 6
con t(z) non decrescente e soddisfacente la (2.17) allora t(z) € M,.

DM. Dalle (2.9), (2.10), e (2.11) e dalle (2.17), (2.18), (2.19) e (2.20)
segue immediatamente

() = t{@)llne 2 Ia0(z) = Yoe(@)lhq

> lim (’yq.\, (I) - 7q,c(z)) > (19 _ c)q +1
z—0 z9
Si ha inoltre “ ('70.0(1:); 'Yt'z.c(x)) “ > li—% ('Yq,v(z); ’7.’;,:(3)) >d9—c

Assunto, quindi,

6 < min{® — 17(z)lo, (9 — )}
si ha:
tz)<7(z)+6<©
t'(z) < 7'(z) + 62% < 7, 4(z) + 627 < 7, (z), per z € (0,0

6

:L-‘H-I <
q+1 -

@) < [Treae < [0 + s <o)+

< Y.0(z) +

)
pre lm"“ < Yee(z), per z€[0,0]

che & la tesi.
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Sia s > ¢q. Indichiamo con N, = N[0, ¢'] il sottospazio delle funzioni
di D;[0,0’] composto da tutte le funzioni n(z) tali che:

(2.21) n(0) =0, 7'(0)= 0.

dalla (2.5) segue ovviamente che n(z) € N, per s = g+ 7.
Sussistono i seguenti risultati.

LEMMA 3. Se le funzioni 7(z) e t(z) appartengono ad M, allora le
Junzioni

(2.22) @) = S @)™, ) = St ()
k=0 k=0

appartengono alla classe C!(0,0’] e risulta

(2.23) )
7@l < DS < Kz, @) < DN @) ™ h < K
k=0 k=0

con K, costante dipendente solo dalla famiglia M, e da s ed esplicita-
mente calcolabile.

DiM. Sia m il numero intero tale che

1 1
2.24 —<m<-—+1
(2:24) >

cp? c

1
Per k > m risulta, dalle (2.20) e (2.8): 7*(z) < ¥¥.(z) < vy <p

dalla (2.19) si ha anche: 7/(7¥(x)) < 7, (%)-
Si ha quindi, per k =0,... ,m:
(2.25) . ot
LGN (o 4 D@ @) - @) @) <

<(s+ 1)(T8(2))*0* < (s + 1)(7.(2))°0* < (s + 1)O".

e per k > m si ottiene

d k s+1 som s+1 m !
LN < s+ Dnata)yo™ < Zmom
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Ne segue: #(z) = § ’:z <(s+1) E e + sHlem Lmi.
k=0 k=0
Pertanto posto

, s+1 q —8
(2.27) K, = (1+”)[(3+ 1)29" “erle ol s—qmq ]

si ha la prima delle (2.23). Lo stesso risultato sussiste per la funzione {(z)
risultando soddisfatte le seguenti relazioni, analoghe alle (2.25) e (2.26):

k s+l .
d—(é% <(s+1)©* per k=0,.
(2:28) d(t ()" s+1
X
dz c,/q m per k >m

Dalla totale convergenza delle serie (2.23) segue immediatamente 1’ap-
partenenza delle funzioni 7(z) e (z) alla classe C*[0, o).

CoROLLARIO 1.  Dalla (2.17) segue che la costante © introdotta
nella (2.18) é maggiore di uno. Dalla dimostrazione del precedente lemma
st osserva subito che risulta, per ogni t(z) € M;:

k
-dtdxﬂ<9"‘ per k=0.1...

ove m ¢é dato dalla (2.24).

LEMMA 4. Siano ag,...,@n, bo,... b, numeri reali appartenenti
all’intervallo [0, 0] e sia s un numero positivo. Risulta:

3" Jag - 8 |<(Z|ak—b,,|) +30°1Y [ag — byl
=0

k=0



(9] Dipendenza. continua dai dati della soluzione etc. 757

DiM. Sia 0 < s <1, si ha:

S-lag— b1 < 3 lax - bul*( 3 ok — bul)

k=0 k=0 =0

Se invecerisulta 1 < s, si ha, avendo indicato con ¢, un opportuno numero
appartenente all'intervallo di estremi a; e by:

n n n
STlap -0l <sY lax — belet™ < 90°71 ) Jax — b
k=0 k=0

=0

LEMMA 5. 5% ha:

i (7*())* — (*(=))lle <
k=0
{ (n+ 1)’(2;::0 ""'k(z) - tk(x)”o) 0<s<«l

5(0")°7* o I7(z) — ()0 1<s

<

DiM. Se 0 < s < 1, risulta: |[7%(z))* — (t*(z))*] < *(z) — th(z)|°.
Ne segue 3 [[(*(z)* = (#*@)’lo < ieollh(=) — @I <
=0

((n+1) 3 [Irh(a) ~ t(@)l)’
Se1 < s, risulta: |(T*(z))* = (t*(z))*] < s(max{r*(z), t*(z)}*|7*(z) —
£ (z)|. )
Ne segue kio l(7¥(z))* = (t*(=x))’lle = s(max{7*(z), t*(x)}* E‘o I

T*(z) - t*(z)llo
LEMMA 6. In corrispondenza ad ogni € > 0 esiste una costante

p = pu(e) (dipendente da 7(z) e da M, ed esplicitamente calcolabile) tale
che, se risulta:

(2.29) (@) — tz)ll1,e < 1
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st ha:
230) 7 ~ K@) < 3. N @) - (@) <.
k=0
DiM. Risulta:
(231) (@) = (@)’ < (') () — (@)
(2.32) (@) - (@) < 20s@) S 2
(2.33) (E@)] < (k@) < S

Ne segue, tenendo presente il corollario 1:

s+1 tk s+l
SHZ“d(T"(z)* d( E;)) E

=3 et - e TR <

dr* (:z:) “ +

< Z l(*(=))* — (*(=))’lly
k=0

dr* (.'z:) dt* (:z:) ”

+i1|<r ),

<emz||(r (2))* - (t5(= )Ilo+(a’)’Z||dT @) L)+

2 1
+o™ S ——.
k;ﬂ cs/aks/e

) 1
Fissato n tale che 46™ Y pryreyr < &, la tesi segue dal precedente
k=n+1

lemma 5 e dal teorema I del lavoro [3].
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Assegnate le funzioni p(z),n(z) € N, e 7(z), t(z) € M, le funzioni

(238) A=Y (@) Ble)=ont(@)

k=0

appartengono alla classe C'[0,0'], cfr. [1], ed inoltre sussiste il seguente
teorema.

TEOREMA II. Siano A(z) e B(x) le funzioni definite dalle (2.34).
Per ognie > 0 esiste un numero u = u(e) > 0 (dipendente anche da ¢(z)
e 7(z) ed esplicitamente calcolabile) tale che se

(2.35) le(@) =n@)e < NI7(z) —t(2)]l1q < 2

st ha
lA(z) — B(z)[, <e

¢(z)

7'(z)

DiM. Introdotte le funzioni ¢*(z) = en'(z) = U
z&

facili calcoli:

= 1do(t*(z))  dn(t*(z
(3‘”);“ sodz( _ n(zx( ))“OS

si ha, con

<lle"@oll () ~ F@)Ilx + lle" (@) = 7" @)loll (=) 1+

HE@IL 3 o (&) - o @)l + @l > LT
k=0

k=n+1

Sia m determinato dalla (2.24), si fissi n > m in maniera tale da avere
k=§+l kel < €. Indicato inoltre con gy il modulo di uniforme conti-
nuita della funzione ¢*(z) e con 6(p, k) le costanti introdotte nel teorema
I del lavoro (3], si scelga p in maniera tale da soddisfare 'enunciato del

lemma. 4 e le condizioni:
u< 6(p-c/(n+l)’k)) k=0,...,n;

€
—k) k=0,...,n.
“<6(n+1’ ) n
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Per le maggiorazioni precedentemente acquisite, per le (2.21) e (2.26) e
per la (2.14) si ha:

(s +1)Z|d<ﬂ(f"(w)) dn((ti’;(x)) <

k=0

<@l + K2) + Kallp(z) — ()10

COROLLARIO 3. La funzione A(z) definita dalla (2.34) verifica la
seguente disequaglianza

(2.37) 4@ < 3 le* @)l < Kslle@lhs
k=0
con K3=9m2(s~q)+1-
s—q
DiM. Si ha:

Zld‘P(T (x))l <ZI¢ (,rk( ))|dT $)

k=0

<lle*@lo Z(T (z))*

() o

1
S"’P(-’”)"l.sem(l + kE_:l cs/cka/Q) <

2(s—q)+1

<||(p(:1:)"h,em s —-q

LEMMA 7. La funzione A'(z) & uniformemente continua, il suo mo-
dulo di uniforme continuitd ¢ esplicitamente calcolabile e dipende soltanto
dalle funzioni (z) e 7(z) e dalle classi My e N,.
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DiM. Risulta
|A'(z) — A'(€)] =

=3 [rr@ren T - e er 5 <
<314 a) - @)
dr* (m)

+Z|<P'(T"(€))I|('r"(w))’ = (e — =

k=0

+Z|(r"(z)) (@@ @),

+ 2l I D L P e <

k=0 k=0

<Kj E " (7*(z)) — #" (T* )1+

k=0

Hlp@) 0™ 3 (@) E)|+

k=0

H Yo, 3 [5E - 2E),

dz
m S _'_1
+20™l0(eMe 3° <7r
k=n+1

3 — Dipendenza continua dai dati della soluzione del problema
di Goursat in C°(R)

Siano y = a(z) ed z = B(y) le rappresentazioni cartesiane delle curve
I, e 2. Su queste funzioni verranno assunte le seguenti ipotesi:

I) a(z) € D;, [0,0], B(y) € Dgu(0,0"]

II) a*(z) <0 B°(z) <0

III) B'(0)a’(0) =1
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L’ipotesi IIT) & la trascrizione analitica della condizione di contatto
tra le due curve; le ipotesi II) sono assunzioni tecniche e servono ad
evidenziare che il contatto tra le due curve deve essere di un certo ordine.

Per le funzioni ¢,(z) e y;(y) si assumono le ipotesi:

IV) ¢1(z) € D0, 0') @a(y) € Du[0, ")

V) 91(0) = 92(0), ¢1(0)=0, ;(0)=0

V)¢ <s ¢g'<s"

Sussistono i seguenti lemmi.

LEMMA 8. Siano a(z) e B(y) soddisfacenti le ipotesi I), II), III).
Allora la funzione 7(z) definita dalla (2.1) appartiene alla classe M, C
D,[0,0'] con ¢ = min{g’,¢"}.

DiM. Posto y = a{z) risulta, tenendo presente la condizione III):

7'(z) = B'(y) (z) = (B(0) + B (v)y" )(&(0) + o' (z)27) =
=1+ &/(0)8" ()27 (' (0) + &(z)7)"" + B/ (0)a" (z)z% +
+a*(2)B (y)z " (! (0) + &(z)z¥ )7

Risultera pertanto

(z) = &(0)8" (v)z% ~((0) + &(z)z? )" + F(0)c* (z)a¥
+a"(z)8" (y)z? 7 (0) + a(z)z¥ ).
da cul F/(0)a*(0) ¢<q
7*(0) = { B°(0)(c/(0)))? ¢ <q"
B'(0)a"(0) + B°(0)((0))* ¢ =4q"

Risulta in ogni caso 7*(0) # 0 e pertanto & verificata la (2.13).

In dipendenza dalla funzione 7(z) (e quindi dalle funzioni a(z) e
B(y)) si definisce la classe M, introdotta dalle (2.17), (2.18), (2.19) e
(2.20).

Sussistono i seguenti lemmi.
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LEMMA 9.  Siano ¢1(z) e wo(y) soddisfacenti le condizioni IV),
V), VI), allora la funzione ¢(z) definita dalla (2.4) appartiene alla classe
N, € D}[0,0'] con s = min{s’,s"}.

DiM. Posto y = a(z) si ha:
¢'(z) =p1(z) — o(y) (z) =
=pi(2)z” + o3 (u)y*" (¢ (0) + o’ (z)z¥) =
=pi(@)2"~ + ¢3(ala))+

’ "

+(e/(0)z + a(z)z**)* (' (0) + a‘(:z:):z:"' =
=2*(p}(2)z"~* + p3(alz))+
+27~*(a/(0) + a(z)z?)"" (! (0) + " (z)z¥))-

Risulta pertanto
@*(z) = ¢} (2)z* ~*+p3(a(z))+2* ~*(e/(0)+a(z)z? ) (¢/(0) +0* (z)z¥).

In corrispondenza delle funzioni a(z) e f(y) introduciamo le due seguenti
classi di funzioni:

My(0,0'] = {a(z)/a(z) € Dy[0,0'],2(0) = 0,a'(0) = &/(0)},
M [0,0"] = {b(z) € DL{0,],b(0) = 0,5(0) = B(0)}-

In corrispondenza delle funzioni ,(x) e @2(y) introduciamo le due se-
guenti classi di funzioni, assumendo s’ > ¢’ e s” > ¢".

N[0,0') = {m(z)/m(=z) € D:/[O, '], m(0) = ¢1(0), 7, (0) = 0},
N [0,0"] = {n2(2)/ma2() € Dy [0, '], m2(0) = 2(0), 72(0) = 0},

LEMMA 10. In corrispondenza ad ogni numero pu > 0 esiste una
costante § = 6(2) > 0 (dipendente anche dalle funzioni o(x) e B(y) e dalle
classi My[0,0'] ed Mg [0,0"] ed esplicitamente calcolabile) tale che se
risulta

lla(z) — (@) <6 11B(Y) — b(¥)ll1,qv <6
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con a(z) € My eb(y) € My, allora la funzione t(z), definita dalla (2.1),
appartiene alla classe M,[0,0’'] e soddisfa la condizione

lIr(2) = tz)ll1,q <

con ¢ = min{¢’, ¢"} e la (2.30).
Inoltre la funzione 7(z) verifica la (2.23).

D1iM. Dal lemma 5 di [3] segue ||7(z) —t(z)||; < & La disuguaglianza
[lr*(z) — t*(z)|lo < 1 segue facilmente dalla (3.1) e dalla osservazione 1.
La tesi e cosi dimostrata.

LEMMA 11. In corrispondenza ad ogni u > 0 esiste una costante
6 = 8(u) > 0 (dipendente anche dalle funzioni a(z), B(y), p1(z), v2(y) e
dalle classi My[0,0'), Mg [0,0"), My(0,0'], M [0, 0"] ed esplicitamente
calcolabile) tale che se risulta

le(z) — a(@)lle <6, 118(y) = b(W)llre» <6,

(3.3)
ler(x) = m(@)ser <6, lpa(y) — m@)llser <8

si ha che le funzioni po(z,y) e no(z,y) appartengono alla classe C'(R) e
verificano la disuguaglianza ‘

(34) llpo(z, ) = mo(z, )ll1 < &
con o(z,y) ed no(z,y) date rispettivamente dalle (2.14) e (2.23) di [3).
DiM. Risulta

leo(z, y) — mo(z, 9)1lx < le2(y) — @)1+
+l2(z) — H(@)l + [2(8@w)) — HB)Ih

Dal teorema II, ove si assumano le funzioni $(z) e H(z) al posto delle
A(z) e B(z), segue immediatamente

I9(z) = H(z)ll: <e.
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Risulta inoltre

2R - FHEON) < ia)lle (a0 - BB+

2@ [16(y) ~ bl + el + 6@ 21 2(2) — H(z)])x

La tesi segue immediatamente dal lemma 7 e dal corollario 3.

LEMMA 12. Sia w(z,y) € C°(R), in corrispondenza di ogni e > 0
esiste una costante 6 = §(€) > 0 (dipendente anche dalle funzioni a(z)
e B(y) e dalla norma flw(z, y)|lo ed esplicitamente calcolabile) tale che se
risulta:

lee(z) - a(@)re < & 11B(y) = bw)ll1,» < 6

st ha:
35 ¥ [z; w] — Wolz; wflo < &.
(3.6) 1% [B8(y); w) — Wolb(y); wlllo < €.

DIM. Assegnato un numero r > 0, sia m tale che Y% ("} < r. Per
ogni n > m risulta (con passaggi analoghi a quelli seguiti per la dimo-
strazione del lemma 7 di [3]):

¥l u] — Bolz;wl] <( 3 Ir(e) - @l @)+
k=0

£3° (@) - 4 (@) ol @)+
k=0

£ 30 1#5(2) — 4 (@)] ol ()

k=0

—~a(t*(@))] + ro’) [w(z, Wlo

La (3.5) segue immediatamente dal teorema I di (3].
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Dalla uniforme continuit della funzione ¥[z; w], dimostrata nel lem-
ma, si ha:

12 [B(y); w] — Yolb(y); w)| <
<I¥([B(w); w) — 2[b(y); w]| + [¥[b(y); w] — Yo[by); w]| <
<I¥([B(y); w) — ¥[b(y); il + | ¥[zi w] - Yolz; w]llo
La tesi & cosl dimostrata.

OSSERVAZIONE 2. Dal corollario 3, dal lemma 8 e dalla osservazione

4 di (3] segue facilmente I'esistenza di una costante K, (esplicitamente
calcolabile) tale che:

@)z < Kallp(@)]l1,6-

A questo punto possono essere considerati i due seguenti problemi di
Goursat:

(3.7 Uzy = flzy,u) (=, yER
38) { u(z,a(z)) =pi(z) 0<z<o
' u(B(y),y) =w2ly) 0<y<o”
(3.9) vy =9(2,9,v) (z,y)ER
v(z, a(z)) = m(z) 0<z<
(3.10) { v(b(y),y) =mly) O0<y<o”

e sviluppare tutta la teoria esposta nel lavoro [3] a partire dalla osserva-

zione 5. Sussistono quindi i due seguenti teoremi (analoghi ai teoremi IV
e V di [3]).

TEOREMA. Assegnato il problema (3.7) (3.8) in corrispondenza ad
ogni numero € > 0 esiste una costante § = 6(¢) > 0 (dipendente anche
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dai lati del problema ed esplicitamente calcolabile) tale che se le funzioni
f(z,y,s) e g(z,y,3) appartengono alla classe F e se risulta

fla(z) —a(@)lle <6, 18(¥) —b(®)|l1gv <8
ller(z) = m(@)he <6, llea(y) — (W)l <8,

E, <6

(ove le costanti v ed E, sono definite, rispettivamente, dalle (4.10) e
(4.13) di [8]) allora la soluzione v(z,y) del problema (3.9) (3.10) soddisfa
la diseguaglianza

llu(z,y) —v(z,y)llo <€

TEOREMA. Assegnato il problema (3.7) (3.8), per ogni € > 0 esiste
6 = 6(e) > 0, dipendente dai dati del problema ed esplicitamente calcola-
bile, tale che se risulta

le(z) - a(@)llhe <6 18() — bl <6
le1(z) = m@)lre <6 llp2(y) — 2(¥)ll1.0v < 6,

E,<é

(ove le costanti v ed E, sono definite, rispettivamente, dalle (4.10) e
(4.13) di [3]) e se anche la funzione g(z,y,s) appartiene alla classe F
allora la soluzione v(z,y) del problema (2.16] (3.9) soddisfa la disegua-
glianza

lu(z,y) — v(z,y)ll, <e.
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