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Generalizzazione dei metodi di Nystrom:

formule immerse

F. COSTABILE - M.I. GUALTIERI - A. SCALISE

RIASSUNTO — Per la soluzione numerica del problema di Cauchy y" = f(z,y),
¥(zo) = wo, ¥'(zo) = yh si considera la classe di metodi di Nystrém generalizzati
proposta in [1] e si determinano coppie di formule immerse di ordine rispettivamente
(2,1), (4,3), (5,4), (6,5) che risultano pit economiche di quelle che compaiono in [2],
3f. Tali formule consentono un codice con scelta automatica del passo di integrazione
in funzione della tolleranza prefissata, il quale é stato testato su quattro esempi. Si
evidenzia una relazione interessante tra questa classe di metodi e quella classica di
Nystrém [7]. Infine si studiano gli intervalli di assoluta stabilita.

ABSTRACT — For the numerical initial value problem y" = f(z,¥), ¥(zo) = o,
¥'(x0) = yo we consider the class of generalized Runge-Kutta-Nystrom methods studied
in [1]; for automatic stepsize control we proposed the embedded economical formulas
of order (2,1), (4,3), (5,4), (6,5). We, also, determined an interesting relation with
classica Nysirém methods. Finally we consider the numerical stability and numerical
examples.

KEY WORDS ~ One step methods - Numerical analysis - Ordinary differential
equation.

A.M.S. CLASSIFICATION: 65105

1 — Introduzione

Recentemente [1] per il problema di Cauchy

y'= f(m) y)
(1.0) { ¥(xo) = Yo, ¥'(z0) = %0

& stato proposto il metodo
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(1.1)
¢ 8
Ynt1=Yn + bty + BE D K
i=0
s
Vap1=Vn+ha )_aiKiy

< i=0

1 s i-1
Kin=3f (z,. + ik, Y+ prihayl, +h2 (Z MiKjin-14> i KM))

J=0 J=0

| K= 5.5 (@0, 0)

es-amina.ndo i casi per s = 0,1,2,3 si possono ottenere approssimazionij
di ordine, rispettivamente, 2,4,5,6. Queste formule risultano a passo va-
riabile, autoinnescate e se confrontate con le formule di Nystrém [4] di
uguale ordine, hanno uno stadio in meno, cio? valutano la funzione f (z,9)
una volta in meno per passo. Tale caratteristica di economicita ha s;1g-
gerito e motivato lo studio della stima dell’errore di troncamento con
formule immerse al fine della scelta automatica del passo di integrazione
In questa nota si determinano coppie di formule (1.1) di ordine (2 1)'
(4,3), (5,4), (6,5) che risultano piii economiche di quelle di FHELBERG’ [2]’
e di DORMAND-PRINCE [3].

Un codice con scelta automatica del passo & stato costruito e testato
su quattro esempi numerici.

Considereremo anche gli intervalli di assoluta stabilita, nonché evi-
denzieremo una relazione con i metodi classici di Nystrém di sicuro inte-

resse [7].

2 — Formule immerse

Con (p,p — 1) indicheremo la seguente quaterna di formule

. s
Yn41 =YUn + hny;g + hy2| ZaiKi.n

i=0

E ] 8
Unt1 =Yn + hny;; + hi(z &iKi,n + Zﬁil{i.u—l)
(21) 1 . =0 +=0
Yor1 = Un+ B D 0iKin
=0
L Tosr =VUn + hn ( Z & Kn+ Zﬁ;{Ki,u—l)

=0 =0
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dove K, & definito in (1.1), tale che

< chP+l

,'!!(-’”n+1) = Yn41
ly(zn+1) - ﬂn+1| < ch?
‘y’(z,,.,,l) - 3/::+1| < ohf
[t/ (@ns1) = G| < s
I valori Uni1 € ¥+ sono calcolati per la stima dell’errore di troncamento,

infatti in analogia a FHELBERG [2], DORMAND-PRINCE (3] e FINE [6]
considereremo |[Y, — Y;|| dove

(22) A P AN AN

come stima dell’errore di troncamento essendo || - || una norma vettoriale.
La quaterna, (2.1) & univocamente determinata dalle costanti che fi-
gurano nella tabella 1.

Tabella 1: Coefficienti del metodo (2.1)

#o Ago Aor ... .. Aos

K1 | pro A10 cov sen A
P20 P21 | e e

Hs | PsO Ps) .- Ps -1 D V¥, PR Ass

1 @ a1 ... oap (G oal ... ... o
Gp a3 .. Qs &6 a’l ...... &',
B B B | By B B,

Esamineremo ora 'ordine massimo p, in funzione del numero di stadi
s+ 1.
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s=20

Per s = 0 si ottiene la coppia (2,1) riportata in tabella 2.

Tabella 2;: Coeflicienti della formula (2,1)

Lo P

I 1 2
1-Bo 2~ 8,

Po 8y

La migliore quaterna in funzione di o, ﬁ{,, si ottiene per yo = 1 ed & data
da

[ Yni1 = Yn + hn¥p +R2Kon

Fnt1 = Yn + huyh + B2 [(1 - éO)KO,n + BOKO,n—l]
Yn+1 = Yp + 2hnKo,n

@3) Y s =i+ ha[(2 = B)Kom + FiKons]

1 1 1, ,, 1,
Ko,n = 2f(1:n + 2hm Yn + 2hn/yn + ZhnKO,n-l)

1
| Ko,-1= §f('—'>o, %o)
Notiamo esplicitamente che risulta
Iy(xn-{-l) - 37n+1' S Ch3 ? |y'(zn+1) - g;;—-].' S C'lh2

e che inoltre la terza delle (2.3) riproduce la formula di quadratura di
Gauss ad un punto se f(z,y) = f(z).

La stima dell’errore di troncamento, rispettivamente per la funzione
e la derivata, & data da

Yntl — Fng1 = h?.,éo(Ko,u — Kon-1)
(2.4)

y:;+1 - ﬁn-{-l = hnﬁé(Ko.n - Ko.n-l)
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s=1

Con le stesse tecniche usate in [1] si ottiene la quaterna di formule
(4,3) di tabella 3.

Tabella 3: Coefficienti della formula (4,3)

3F V3 5¥v3 “1£v3
6 12 12
3+V3 3+v3 -1+V3 -1¥v3
6 6 12 12
I 3+v3 3FV3 1 1
6 6
3*6‘/5 "y 3*6‘/5 +(2F VDA 1-8, 1+2F V3
-@2F V3)h B -(2F¥ V3)B; B

Anche in questo caso per f(z,y) = f(z) si riproduce la formula di qua-
dratura di Gauss a due punti per ¥/(z).
Per la stima dell’errore di troncamento si ha

Ynt1—Jnp1 = h?.éx [(Ko,n-Kl,n—l) + (2 F \/ﬁ) (Ko,n—l _Kl.n)]

(2.5) )
Yori~Tors =hof [(Ko.n—m,..-o +(2F v3) (Ko -Kl.,,)]

s =2

Per s = 2 in [1] si & determinata una famiglia di formule del quinto
ordine, la cui formula piu interessante, unitamente alle relative formule
immerse, & riportata in tabella 4.

Se f(z,y) = f(z) si ottiene y,,, mediante la formula di quadratura di
Radau a tre punti.
Per 'errore di troncamento abbiamo

. [2+3/6 2536
yn+1—17n+1=h2ﬂ2[—6i\/—_1fo.n+ * Kint Kzn K2.n—1]

[usf Kom+2:p2\/'

(2.6)

Ynt1=Fn1= kB Kynt 3K2.n Kgn1 ]
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s=3

Per s = 3 in (1] si & determinata una famiglia di formule del sesto
ordine, per cui riportiamo il caso pill interessante in tabella 5.
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Tabella 5: Coeflicienti della formula di ordine 6
5+ 5 3+5
10 0 0 0 10
5F V5 5FV5 o o o 1 V5
10 15 30
5+2V5 5+2v6
0
15 T 0 0 0 1]
5Fv5 35+ 11v5 4+ 5
1 30 30 1 0 0 0 —
I s¥vE  sEvE 1 5 05 1 1
12 12 6 [} 6 6 6

Se f(z,y) = f(x) si ottiene ¥, mediante la formula di quadratura
di Radau a quattro punti.

Per questo caso non & stato possibile determinare la formula immersa
corrispondente a I con s = 3. Infatti il sistema di &;, B‘-, al, ~,f, ammette
la sola soluzione banale §; = ﬁ{ =0{=0,...,3. Sono state perd determi-
nate formule immerse aggiungendo una ulteriore valutazione funzionale:

4 4
Fnt1 =Yn + hoy, + h3 ( D @Kin + ZﬂiKi,n—l)

i=0 i=0

(27) 4 4
g:l-l-l = y;; + hn(zaz}(i,n + ZB:Ki,n—l) .
=0

i=0
Procedendo con la tecnica consueta si ottiene la famiglia di formule

14, P40, P41+ P42, P43, E-a, Bﬁ liberi

Ass = pf — (pao + pa1 + paz + pas)
.1 - . .
o = E{5 F VB - 30(1 F VB)dup + 30(1 F 3V5)aup] + 60vBaaul}

- 1
&1 = 7 {5% VB - 30(1 & vB)apa + 30(1 £ 3vB)iuss3 F 60VBass }
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g = %{1 — 36844 + 1208402 — 30(1 £ VB2 — 9(5 F 3V5)aspe+
— 9(15 F TV5)&upa ~ 90(2 F \/5)6:4/143}
&3 = (—1+ Bpa — 5p3)ata

Go = 'B“’“‘{ —5(1 F V5) + 5(1 F 3vV5)uq = 10\/5;43}
By = Bap { — 5(1 % V5) + 5(1 £ 3vB)uq F 10543}
B
Bs

( —1 4 64 — 10423 + 543)

I
|Q| 'Ql

{ 9 4 2244 — 50p2 + 10(1 + V)il + 3(5 F 3v5) a0+
+3(15 F 7V5)pa +30(2 F \/5);743}

&g = Pa

Gy = {5~ 15(1 % VB)diua + 151 7 3VE)wpd + 30VEau3}

& = %{5 —15(1 £ V5)&,ua +15(1 £3VE)a L F 30\/5&";13}

& = %{1 — 366, pq + 12084423 — 30(1 % V)&, 4} — 9(5 F 3VE)Epuo+
— 8(15 % TVB)&,pu ~ 02 F VB)&ipas}

& = (1~ 6, + 305 — 3040)
B = .‘%‘_‘{ _ 5(1 5 v5) + 5(1 F 3VB)ua £ 10V543 }

B, = 542—"4{ —5(1+VE) +5(1£3VB)m F 10v53}

1
= BL(—1+ 6ps — 1045 + 5p27)
By = %—{ — 24220, —50u2 + 101 £ VB)ud +3(5 F 3V5)peo+
+3(15 F 7V5)pa + 30(2 F VB)pus }

04
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Scelti opportunamente i parametri liberi si ha infine la coppia di
formule (6,5) di tabella 6.

Tabella 6 - Coefficienti della formula (6,5).
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Per ’errore di troncamento abbiamo

4

Yot~ fuar = IS O[30 15VB) (Ko + Kaoa)t
+ (30 £ 15V5) (K + Ky ny )+

+ 3(Kan + Kon1) + (Ks . + Ka,n-l)]
28)

) _ B,
Yns = Fnsr = gy | (B0 F 16v5) (Ko + Komor)+
+ (30 £ 15V53) (Kyn + Kinoi )+
+ 3(Kon + Kon1) + (Kan + Ks,n-x)]

\

3 - Implementazione ed esempi numerici

11 metodo (1.1), come abbiamo detto, si presenta a passo variabile
ed autoinnescato. Le formule immerse, (2. 1), consentono inoltre la stimg
dell’errore di troncamento data da (2.2). E possibile allora scrivere un
codice con scelta automatica del passo di integrazione in funzione della
stima dell’errore di troncamento locale. Tale scelta, in analogia alla Jet-
teratura ([3] [5]) esistente & data da

""“‘“9*"*(nzn)#1

dove p & 'ordine delle formula di ordine pil elevato, € & la tolleranza
prefissata, E=Y — Y, |- | & l2 norma infinito.

La stima (2.2) cosi come & data dalle formule (2.4), (2.5), (2.6), (2.7)
si presenta in funzione dei parametri f;, f;, di cui una buona scelta sembra
essere 3; = ﬁ{ = %. Per tali valori si considerano i metodi presentati ne]
paragrafo 2 indicando con

A il metodo in tabella 2

B il metodo in tabella 3

C il metodo in tabella 4

D il metodo in tabella 6
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11 codice costruito per tali metodi viene applicato ai seguenti pro-
blemi:

Yy’ =2cosz—y
(P1) ¥(0) =0, ¥'(0)=0

con soluzione esatta  y(z) = zsinz

I y' = (2 +1)y

(P2) y(0) =1, ¥'(0)=0
\ con soluzione esatta y(z) = o7
( 0 — 1 _ 2
y' = 3(2 z)e? + 1+z)
(P3) { ¥(0)=0, y(0)=-1
| con soluzione esatta y(z) =In vz
1-z)y+1
L St L A
(v = (1+z)?
(P4) ¥(0) =1, y(0)=-1
uzione esatts  y(z) = ——
| con soluzione esatta  y(z) = T—

I risultati ottenuti in funzione di diverse tolleranze sono riportati nelle
tabelle 7-10, in cui con Err. & indicata la norma (del max) dell’errore
effettivo, cioé soluzione esatta meno soluzione approssimata, e con v.f. il
numero complessivo delle valutazioni funzionali, inoltre nella didascalia &
indicata ’ampiezza del passo iniziale. Tutti gli esempi sono integrati tra
Oel.
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SPE | p1-01]02C | o1—0T | SPT | 11-OT [S6 [ o1-O1 SO =0T | SV [ g-01| 0 | ,—OT| SZ | ¢-OT | 02 | »-OT| ST | OO a
6EE | 2101 | ¥OZT | 2101 J OTT | o101 | T4 6~01| SP | g-0T | OF | g—OT( TG | g-OT [ 8T [i-0T{ S |0} O
LT | 1101 | VAT | g-01| 3G | g-01{ OE | o017 ] 81 | g-01 ) OT | o-0OI 8 y-01; g
€ ¢-01| € 01| € 6-0I| V
ga| ug [ya] og [yal wg | ga| ug [ o] ug [va| v [ya| em [ ya| v (va| ug [ ra) ug
*jPut
21-01 -0 or-01 ¢-01 §-01 =01 901 g-0T »-01 e-01 oy
*20°0 = y operziul ossed uod zg orduwesa [[¥ [AIF[eL 138I[NSIY ~ § ®[[equL,
S6% | z1~OT | 06T | 7101 [ ST | ((-OL )08 [ 00T | G5 | -0T] OF | -0V | OF | o OT | G | o—OT | OF | pr—OT | ST | 41~-01| Q
6Q% | 17-OT (S8BT | {1-01 | 18 | gr-O1| SP | g-0T | O | ,-0U| 8T [ o-0T|6 |y-OV|6 |0 O
P0Z| ¢-01| 88| -O1| 8V | g—OT | 2% | g-OF| VT [ -OU)| O1 | ¢-01 |8 y=01| 8
£ =01 € P ) O I
ga| ug [gal ug | ya| ug | yal ag [va| um | ya| wg | ga| ug Al ug | ga| ug | ya] ua
ot
u-0t 11-01 o1-0T ) ¢ ) ¢ 1~01 g-01 g~01 p-0T ¢-01 jik

*g0°0 = Y o[ejzjuy ossed uod> TJ oldwess,[[¥ IAIFRIAI [3B3NEIY - L B[[9GRL
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4— Relazione con i metodi classici di Nystrom

I metodi di Nystrém sono definiti da ([4])

( s—1

Yn+1 =Un + hy:‘ + h2 Z asiKl'
i=1
a—1
(4.1) { Yn1=Vn+ hY auK:

i=1

-1
K; = f(zn + aih, Un + a.-hy; + h? Eainj)
\

j=1

TEOREMA 1. Per s > 5, se il metodo ¢ di ordine p > 2, allora
risulta )
= =0 (Z)

i=1
Qg1 — 1

a.1=0} - 4 S&,,au=o (4)

s~1

> euan =0 (i)

\ =]

DlM. Risultanndo ([4]) Qg1 = ag],(l - al) = 0, da &.1 = 0, Segue
jmmediatamente a,; = 0 cioé la (7). Da ([4]) per s > 5 si ha

-1

~ _ {1 1
ars =1 = 3ty = (3ol -y + ).
i=1

Per j = 1 troviamo la (i), mentre per la (iii)
> anan = S a1~ a)an = > awan — > anaiay =
o? -
=- Z Ggi Qi [-5'- - Zaij] = —Z aai?‘ + Z G0y Zau =

=(essendopz2)=--l %:0. 1]

oo
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TEOREMA 2. Sia il metodo (4.1) di ordine p, soddisfacente le ipo-
tesi del teorema 1, sostituendo K, del passo corrente con K,_, del passo
precedente il metodo resta dello stesso ordine p. )

DiM. Osserviamo anzitutto che essendo @,; = a,; = 0, K; non com-
pare, all’esterno delle K; i = 2,...,s, nella definizione di yn+1,%04s-
Inoltre

1 a—2
K, ,= —f(ﬂ’?n—l +hyYnor + hyp_y + 1 Zan—la‘Kj) =

2 =

a8—2
1
3f (zm Yn +Ynor + hyp_y + 1P Y as-1 K — yn) =

i=1
= %f(zm yn) + R’T = K+ R*T

con T quantitd opportuna.

Allora la tesi segue applicando le (i4) e (iii) della proposizione 1 al con-

sueto sviluppo in serie di Taylor della soluzione approssimata yn+1, Ynt1-
0

DEFINIZIONE 1. Chiameremo metodo di Nystrom economizzato, che
indichiamo con NE, un metodo della classe (4.1) che soddisfa le ipotesi
del teorema 1.

Osserviamo che per il teorema 2 possiamo sostituire K, del passo cor-
rente con K,_, del passo precedente, quindi dopo il primo i NE calcolano
uno stadio in meno per passo.

TEOREMA 3. Per s = 5,6, i metodi di Nystrom economizzati coin-
cidono con le prime formule delle tabel{e 4, 6.

DiM. Da ([4]), per i casi considerati, si verifica che per opportuna
scelta dei parametri liberi, i metodi clessici di Nystrom soddisfacenti le
ipotesi del teorema 1, coincidono con la prima formula delle tabelle 4, 6.

g
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5 — Stabilith numerica

Per studiare le proprieta di stabilitd numerica, applichiamo il metodo

[ Ynt1=Yn+hy,+h? _aniKi.n
i=

(5.0)] Mhsr =hp+h? 3 Ko

) i=-1
2= f (anb s o bt 5 MK s +07 S 01K
I= J=

al problema test

(5.2) ¥(0) = wo

{ Yy’ = =A% A>0
¥'(0) =15

TEOREMA 4. Applicando il metodo (5.1) al problema test (5.2) si
ottiene

r

3
UYn+1 = P(z)yn + Q(z)hy,’l + h2 ZTi(z)Ki,n—l

=0

(53)  { bl = P (2)yn + Q' (It + B2 3. T2V Kins
=0

R Kin = Li(2)yn + My(2)h3), + B2 D Vij(2) Kiny

\ 3=0
dove z = hA
(P(z)=1 +>=:0 o;Li(2) (P'(z) =§o o Li(2)
(5:4{Q) =143 aMi(z) JU=14L aiMi(2)
P"-‘(Z)=,Z:: a;Vii(z) i=0,...,s [T(z)=5" a;Vii(z) i=0,...,s
=0 \ j=0
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e
. =1
L&) = L)1+ T puls(@)] =18
=0
(55) { M) = Lo(@) i + £ puby()] i=1,....8
i=0
L Kj(z) = Lo(Z)[A(j +:g:puV¢j(z)] i= 1,... 8 j =0,... 8
dove
2
Lo(z) =5
(5.6) Mo(z) = Lo(2)tio

I’oj(l) = Lo(Z)Aoj j = 0,. ey 8

D1iM. Poniamo z = h), applichiamo (5.1) e (5.2) e calcoliamo

z2 z2 zz 2 s
R Kon = —5¥n — -2-#0’% —-oh Y MoiKina =

2 =
(5.7) )
= Lo(2)yn + Mo(2)ht/, + B* Y _ VojKjn1
3=0
da cui (5.6).

Analogamente calcoliamo h2K), tenendo conto di (5.7)

2 )
hKya = —% Yo+ hiatl + B2 Y MiKjnoa + thonon] =
=0

= L, (2)yn + My(2)hyl + B2 Y Vi;Kjina

=0

con L,(2), Mi(z), Vi;(z) come in (5.5) per i = 1.
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Supponiamo ora le (5.5) vere per ¢ e calcoliamo

z2 ] 3
R Ko = —= {yn+hm+1y;+hzz Aigp1, i Kin-1 +hzzﬂf+1,jan] =

2
3=0 =0

=ynLo(2) [1 +ipi+1.ij (z)} +hy:,Lo(z)[ﬂi+1 +Z':Pi+1.ij(z)]+

i=0 7=0

[ {
+ h? Z Lo(2) [)\iﬂ,j + Z Pc'+1,rVrj(z)] Kjpn1=

3=0 r=0

= Liy1(2)yn + Mig1 (2R3 + B2 Y Vig j(2) Kjinos - 0
=0

Posto r
Un = [ym hy:n h2K0.n-la v ,tha,n—l]

da (5.3) troviamo
Unyy = Cu,

P(z) Q() To(z) T(z) --- -+ T(2)
P(2) Q(2) To(z) Ti(z) -+ -+ T,(2)
Lo(z) Mo(z) Veo(z) Va(z) -+ -+ Vou(2)

Lz) M2 Viale) Vald) - v Val2)
Ricordando che, posto
Yi = [u(we) v/(@)]

per la soluzione di (5.2) si ha

Yir = 3'""\1’7:

0 1
A= (_,\2 0)
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diremo che il metodo (5.1) & assolutamente stabile nell’intervallo
§={zeR/\2)| <1}

dove X\;(2) i = 1,8+ 3 sono gli autovalori della matrice C.

6 — Esempi

s=20

Per il metodo

Unt1 = Yn + Ay + h:Ko.,,
Yn41 = Un + 2haKopn

1 1 1
Ko,n = ';‘f(zn + Ehm Yn + Ehny:; + ZhiKO,n—l)

1
Ko,.1 = Ef (0, Yo)

posto
) T
Up = [ym hy:nh Ko,n-l]
si ha
2 2 2
L
2 4 8
P(z) Q) To(2) PR
c=(P@ @@ TE@|=| £ 1-3 -%
Lo(2) Mo(z) V() . 24
2 _E _Z
T2 4 8
la cui equazione caratteristica &
A4+ a(2)A? +b(z)A+¢c(2) =0
con 0 . .
N =1-2 =Z
a(z) = 8% 2 bz)=1 1 c(2) 5
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Effettuando la trasformazione A= i j Y che trasforma {A[<1in Re@w) <0
si ha

do(z)w® + dy (2)w? + dy(z)w + da(2) = 0
con

do(z) =1—a(z) + b(z) —c(2) =4 - gzz
dy(z) =3 —-a(z) =b(z) +3c(z) =4 — 523
da(z) = 3 + a(2z) — b(2) - 8c(2) = 7*
d3(z) = 1+ a(z) + b(2) + c(z) = 22

Applicando il eriterio di Hurwitz, risulta Re(w) < 0 se e solo se dy(z) >
0, di(z) > 0, d3(2) > 0, di(2)da(z) — do(2)d3(2) > 0 da cui ricaviamo

V’intervallo di stabilita
8
O0<z< \/; ~ 1.632993 .

Tale intervallo, se confrontato con I’analogo del metodo di Nystrém, {E3))
del secondo ordine, 0 < z < 2, risulta di poco meno ampio.

s= 1

Per il metodo

([ Yns1 = Un + hnyn + hi(aoKon + 1 Kyn)

Yns1 = Yn + hn(apKom + @1 Kin)

{ Kopn=3f(2n+ Lohn,Un + ol + P (A0 Kon-1 + A1 K1n—y))
Kin= -;-f(:r:n-f-mhn, Yn+ i hn¥, + hﬁ(ﬁloKo,n'*'/\10Ko.u—1+/\11K1,,,_x))
\ Ki-1 = 3 f(zo,0) 1=0,1

(con i coefficienti come in tabella 3) risulta
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2 4 2 _ B _
-5+ 515+ 35041002 5004 104554

a2 4 3tVE,4 122 2t 1,2 6+vE,4 22 L V3,4
o= +5FEF 1-5+5 82 t 2 17 tiu?
2 3-v3.2 5—v3.,2 1-v/3.2
Z —
-7 12 % 26 % 24 %

22 34v3 .4 3+v3.2 24 1-v3,2 6+v3.4 14v3.2, V3. 4
-7+—"?4£2 __-%Cz t2 Tm T ? Tm ? tiu®
la cui equazione caratteristica & -

A2 +a(2)A? + b(2)A + ¢(2)) =

con
12+\/§4 14-v3, ,
a(2) = -3 1z -~
b()— 11\/5“ 2_6‘/§zz+1
—v3
c(z)-—z + 12\/—:42
3+V3
d(z) = - 388 24,

Effettuiamo la trasformazione A = (¥ e studiamo le radici del polinomio

do(2)w* + di(2)w® + da(2)2 + da(2)w + da(2) =

con
15-8vV3 , 5—V3,
= - 4
dy(2) = 7 z 3 z¢+
+v3 ,
= 222+ 8
di(2) 36 2 +
9-5/3 -V3 2
da(2) 54 z* 3 +4
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Procedendo come nel caso precedente si trova l'intervallo di stabilita

0 < 2 <1.97307.
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