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Solution d’une équation différentielle non

linéaire avec un terme qui explose

P. LANCIANI

RIASSUNTO: Si dimostra [’esistenza della soluzione di un problema ellittico unidi-
mensionale con un termine non lineare sul quale si fanno delle ipotesi molto deboli (né
di continuita né di crescenza): questo termine puo “esplodere”, assumendo i valori £00.

ABSTRACT: We prove the existence of a solution for an elliptic problem in dimen-
ston n = 1, which involves a non linear term for which neither continuity nor growth
condition is assumed: this term can “blow up”, taking values +oo.

1 — Introduction et énoncé des résultats

On s’intéresse au probleme suivant

d du _dg
L g () g 2 ) = —go dans (0.1
u(0) =u(l) =0

ol ® est une fonction borélienne de IR dans IR et ol g appartient &
L*(0,1).
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L’objectif de cet article est d’essayer de montrer qu’il existe une so-
lution du probleme (1.1) sans faire d’hypothese de continuité ni de crois-
sance sur la fonction ®, et d’étudier la stabilité de cette solution par
rapport aux données.

I est naturel de chercher la solution dans l'espace H{(0,1), car %2
appartient & H~1(0,1) et, pour des problémes approchés, on obtient une
estimation a priori dans H;(0,1). Alors u est définie en tout point de
[0,1], car on est en dimension 1 et H}(0, 1) est inclus dans C°([0,1]). Et
puisque dans toute cet article, la fonction ® sera considérée comme une
fonction définie en tout point de IR (et non comme une classe de fonctions
définies presque partout), ®(u) est une fonction définie en tout point de
[0,1]. Mais méme dans le cas ou ® est bornée et constante par morceaux,
le probleme (1.1) peut ne pas avoir de solutions (voir un contre exemple
au paragraphe 4).

Le plan de 'article est le suivant. Au paragraphe 3 on démontre 1’exi-
stence d’une solution pour un probléme qui est une formulation affaiblie
du probléme (1.1). Plus précisément on démontre qu’il existe un couple
(u,v) qui vérifie

(1.2) u € H)(0,1) et e L*0,1)
(1.3) — %(a(w)% + w) = —Z—i dans H™'(0,1)
(1.4) P(u(z)) < () < P(u(x)) p.p.z€(0,1)

ol ® et ® sont définis par

D(t) = lim_i}tlf(b(s) et ®(t) = limsup ®(s)

s—t
ainsi que 'inégalité d’énergie
(1.5) /1 ()| 2" ' (wde < /1 (@) M 5 (u)da
' 0 dx - 0 g dx

pour chaque fonction S : IR — IR lipschitzienne, C* par morceaux,
croissante, telle que S(0) = 0.

Remarquons que si ® est continue en tout point ¢ € IR, alors ®(t) =
®(t) et que I'on a ¥(z) = ®(u(x)): la contrainte (1.4) est donc bien une
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version affaiblie de ¢ = ®(u). Notons aussi que la solution, dont nous
démontrons 'existence, vérifie I'inégalité d’énergie (1.5).

La démonstration de ce résultat est basée sur la méthode directe
du calcul des variations. On considére des approximations de (1.1), on
démontre des estimations a priori et on passe a la limite (dans Hj(0,1)
faible pour ce qui concerne la suite u.). Ensuite si on fait des hypothese
plus fortes sur la fonction ® (plus précisément si on suppose que ’ensem-
ble des points de discontinuité de ® est négligeable dans IR), on montre
que la suite u. converge fortement dans Hy (0, 1) (voir corollaire 3.2). De
plus on montre que, sous cette hypothese sur I’ensemble de discontinuité
de @, la solution u de (1.2)-(1.4) vérifie I’égalité d’énergie suivante:

(1.6) /01 a(x) Z—Z‘Z S (u)dz = /01 g(x) % S (u)dx

pour chaque fonction S : IR — IR lipschitzienne, C!' par morceaux, telle
que S(0) = 0 (voir corollaire 3.1).

Au paragraphe 4 on donne un contre exemple & l'existence d’une
solution de (1.1), ce qui correspondrait & prendre ¢ = ®(u) dans (1.3).

Au paragraphe 2 on démontre un lemme qui sera utilisé ensuite pour
démontrer I’existence et aussi la stabilité des solutions de (1.1) (solutions
prises au sens de (1.2)-(1.4) et (1.5) ou (1.6)).

Cette stabilité est étudiée dans le paragraphe 5: on commence par
le cas ou le second membre de (1.3) converge dans H~'(0,1) faible (thé-
oreme 5.1); on montre alors la stabilité des solutions de (1.2)-(1.4). En-
suite on montre la stabilité des solutions de (1.2)-(1.4) qui vérifient aussi
I'inégalité d’énergie (1.5), quand le deuxieme membre de (1.3) converge
dans H~'(0,1) fort (théoréme 5.2). Le théoreme 5.3 montre la stabilité
des solutions qui vérifient ’égalité d’énergie (1.6), dans le cas ou I’ensem-
ble des points de discontinuité de ® est de mesure nulle dans IR.

Enfin dans le paragraphe 6, on démontre la stabilité de la solution
de (1.2)-(1.5) quand le second membre g est fixe et quand la fonction
a est remplacée par une suite a,, telle que a,' converge dans L>(0,1)
faible-étoile.

L’existence de solutions faibles pour des problemes analogues a (1.1),
en dimension n > 1, a été démontrée dans [4], pour ® continue et sa-
tisfaisant une condition de croissance du type |®(¢)| < ¢(1 + [t]7), avec
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~v > 0; dans le méme article est demontrée 1’existence de solutions renor-
malisées quand ® est seulement continue. L’existence et I'unicité d’une
solution renormalisée, quand j—g appartient & H~1(Q) + L'(Q), pour Q
domaine borné de IR™ et ® fonction localement lipschitzienne, ont été
montrées en dimension n > 1 dans [11]. Dans [5] un probléme voisin
du probléeme (1.1) a été étudié, en dimension n = 2, pour ¢ fonction de
Heaviside et un résultat d’existence analogue a celui du théoreme 3.1 a
été démontré. Dans [7] on donne un résultat d’existence de la solution
de (1.1) en dimension n > 1 et pour une fonction ® : R — IR" continue;
si de plus la fonction ¢ est lipschitzienne ou hélderienne d’ordre 5 < %,
on démontre dans le méme article que la solution est unique; on y donne
aussi des contre exemples a 'unicité de la solution, pour des conditions
aux limites non homogenes, pour une fonction ® qui n’est pas continue
ou pour une ¢ continue, mais ni lipschitzienne ni monotone. Dans [8] on
étudie le probleme (1.1), en dimension n > 1, avec ® = 5+ uH, ou [ est
une fonction continue, p un vecteur constant de IR™ et H la fonction de
Heaviside. On démontre alors qu’il existe une solution du probleme (1.1)
au sens de (1.2), (1.3) et (1.4), plus précisément on démontre qu’il existe
une solution du probleme

(u,h) € HY(Q) x L*(Q)  tel que
(1.7) — Au—div(B(u)+ph) = f dans D'(Q) (f € L*(Q))

h € sgnt(u) p.p. dans Q,
on sgnt(u) = 1siu >0 sgnt(u) =0 siu<O0, sgnt(u €
[0,1] si u = 0; ensuite, si f > 0, on démontre Iexistence et 'unicité

de la solution de Kruskov, c’est a dire d’un couple (u,h), solution du
probléme (1.7), qui vérifie 'inégalité

| (Dut Blu) + (h = 2y*u) - g < A e

pout tout A € [0, 1], pour tout £ € H'(Q2), £ > 0.

2 — Un lemme

Dans ce paragraphe on démontre un lemme qui sera utilisé dans les
démontrations d’existence et de stabilité.
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LEMME 2.1.  Soit u,, une suite de fonctions continues dans [0,1]
telle que

(2.1) u, — u dans C°([0,1]).

Soit & et & deux fonctions boréliennes et soit ®,, : IR — IR une suite
de fonctions boréliennes telle que

(2.2) $(t) < liminf(®, (t)) < limsup(®,(t)) < ®(t) VteR.

n

Soit enfin 1,, une suite de fonctions mesurables telles que

(2.3) @, (un(7)) < Pu(@) < Pu(un(z)) pp. 2€(0,1).

Alors pour tout point zy € (0,1) fizé et pour chaque k > 0, il existe N}
et B (qui dépendent de k et de la valeur de u au point x,) tels que

v 1 . 1
(2.4) { ®(u(wo)) — 7 < ¥al2) < S(ulxo)) + 7

Vn> NP et pp x€(xo— P10+ 6Y).

DEMONSTRATION. Puisque la suite des u, converge uniformément
vers u dans [0, 1] on a pour tout point x, € (0, 1)

( ){V5>0 dns et J[s tels que
2.5
|un () —u(zo)| <6, Vae(ro—LBs,x0+Bs) et Vn>ns,

ou ns et Bs ne dépendent pas de zy. Si on prend € < § on obtient

{ (un () — ,un(z) + ) C (u(zo) — 28, u(x(0) + 26)
(2.6)

Vo€ (xg— Bs,x0+ Ps) et Vn>ns et Ve<d,
donc on a

sup  P,(t) < sup D, (1)

|t—un ()| <e |t—u(xo) | <26

Vn>mns Yo € (xg— Bs,xo+ Ps) Ve<o.



270 P. LANCIANI [6]

En passant a la limite quand ¢ tend vers zéro, on obtient, par la définition
de la limite supérieure,

Py (un(z)) < sup  @,(1),

 Jt—u(o)|<26
ce qui, d’apres (2.3), implique que pour tout zy € (0,1)

{ Yo(z) < sup  D,(1)
lt—u(a)| <26

(2.7)
Vn>ns et pp. x€ (xg— Bs,xo+ Ps)-

D’autre part, d’apres (2.2) on sait que pour z, fixé

Vk>0 dn) et 34 tels que

A 1
sup D, (t) < P(u(xg)) + — Vn>n? et Vé<oy,
|t—u(wo)|<26 k

(2.8)

ou nY et §) dépendent de la valeur u(zy). Une fois fixés xo € (0,1) et
k > 0, on choisit un N} :max(nz,n(;g) et B, = 652, ol ngo et 552 sont
définis en (2.5) en fonction de 47, et on a d’apres (2.7) et (2.8)

(2.9) Yn(x) < é’(“(%)) + % Vn> N et pp. x € (xg— By, @0+ By) -

On procede de la méme facon avec la limite inférieure et on obtient pour
tout zo € (0,1) fixé

(2.10) v (2) > B(u(zo) —% Wn> N et pp. € (mo— A% 20+ 80).

Le lemme est ainsi démontré. g

3 — Existence d’une solution

Dans ce paragraphe on montre ’existence d’une solution du proble-
me (1.2), (1.3), (1.4) et (1.5), qui est une formulation affaiblie du pro-
bleme (1.1). De plus, quand I’ensemble des points de discontinuité de ®
est négligeable dans IR, on montre des proprietés de convergence forte et
I'égalité d’énergie (1.6).
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THEOREME 3.1. On suppose que

(3.1) g€ L*0,1)

(3.2) ae L>(0,1) avec a(z)>a>0
p.p.z€(0,1), (a >0 donné)

(3.3) ®:IR — IR borélienne,

(3.4) ()] <m Ve [-v,9]

pour m > 0 et v > 0 donnés.
Alors il existe u et ¢ tels que

(3.5) u€ H}0,1) et e L*0,1)
(3.6) - %(a(w)% +9) = —% dans H(0,1)
(3.7) @(u(x)) < Y(z) < (u(z)) p.p.x€(0,1)

ot ® et ® sont définis par

P(t) = lin;igf@(s) et ®(t) = limsup ®(s);

s—t

de plus cette solution u vérifie

(3.8) /01 a(x)‘j—zr S (u)de < /01 g(x) Z—Z S (u)da

pour tout S : IR — IR lipschitzienne, C* par morceauz, croissante, telle
que S(0) = 0.

Ce théoreme assure 'existence d’une solution de (1.1) au sens de (3.5),
(3.6), (3.7) et (3.8). L’unicité de cette solution est, en général, un
probléme ouvert.

REMARQUE 3.1. Sion prend S(u) = u dans (3.8), ce qui est possible,
on obtient
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ce qui entraine, grace a la coercivité, une estimation sur la norme de u
dans H;}(0,1) par rapport & la donnée g:

1

L2(0.1) < a ”g||L2(0,1)- D

(3.9) HE%\

REMARQUE 3.2. En général on ne peut pas espérer avoir 1) = ®(u),
méme dans le cas ou ® est bornée (voir un contre exemple au para-
graphe 4).

Par contre on peut remarquer que si ® est continue de IR dans IR,
alors @ (t) = @ (t) en tout point de IR et le théoréme 3.1 implique que

Y(z) =2(u)(z) p.p.z€(0,1),
donc

®(u) € L*(0,1) et donc mes{z € (0,1) | |®(u)(x)] =00} =0. [

REMARQUE 3.3. L’hypothese (3.4) peut étre considerée comme mi-
nimale pour l'existence d’une solution du probleme (1.1).

On va en effet expliciter une fonction ® continue (de sorte que 1
serait égal a ®(u) a cause de (3.7)), non bornée au voisinage de zéro,
pour laquelle le probleme

we Hy(0,1) ®(u) e L} (0,1)
(3.10) { du

_£<a(l‘) - + <I>(u)) = —Z—g dans D'(0,1)

n’a pas de solution.
Pour construire ce contre exemple on remarque d’abord que si u est
une solution de (3.10), il existe une constante ¢ € R telle que

du
—+ = .
a(x) I +®(u) =g+c
et donc, par différence, ®(u) doit appartenir & L?(0,1). Mais si on con-

sidere par exemple la fonction

1
@(t):W avec [ >1,
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alors pour chaque u € Hj(0,1) la fonction ®(u) n’appartient pas a
L2(0,1), parce que H(0,1) est inclus dans C2([0,1]), ce qui implique

ju(@)|< Cla|* Y e[0,1],

et
1 , Lo 11
@ S A P 0
/0| (w)(2)]? dz /0 ‘u(x)wdx_c/o o = +o0

REMARQUE 3.4. On vient de voir que I’hypothése (3.4) est en un
certain sens minimale. Mais 8l existe un intervalle [a,b], avec —oco <
a<0<b<+o0, tel que

(3.11) O (t) est fini Vt e (a,b)
(3.12) |®(a)] =400 [®(b)| = +o0
(3.13) ® est continue en a et b

alors, si g appartient & L>°(0,1), on peut montrer que toute solution u
de (3.5)-(3.7) vérifie

(3.14) a<u(x)<b Vzel0,1].

Sous les hypotheses (3.11)-(3.13) on est donc dans une situation ot
¢ (u(z)) appartient & L>(0,1).

Démontrons que sous les hypotheéses (3.11)-(3.13), si par exemple
®(a) = 400, on a u(r) > a dans [0,1]. Soit xy un point dans [0, 1]
tel que u(xg) = a. Puisque ® est continue au point a et ®(a) = +00, on a

VM >036y >0 telque @(t) > M, Vite (a—dy,a+dy).

Puisque u est continue dans [0, 1] alors, d’apres (3.7), on a

{VM>OEI5M>O et dny >0 tels que
lu(z) —a| <oy et P(x) >M, p.p.x€ (To—Nm,To+Nm)-
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Si u est une solution de (3.5)-(3.7), il existe une constante ¢ € IR telle

que

d
a(x)£ +9 = g+ec dans L2(0,1).

Alors, puisque (g + ¢) est bornée dans (0,1) et puisque ¥(z) > M =
lg+c¢l| o< (0,1) au voisinage de x, la fonction u est strictement décroissante
dans (xg — nar, o + Mar). On a donc montré que u est décroissante au
voisinage de tout point z, tel que u(xy) = a. S’il existe un tel point xy,
puisque u(0) = u(1l) = 0 et a < 0, il existe forcément un autre point
x1 > T, tel que u(x;) = a avec u croissante dans un voisinage de z;, ce
qui est impossible. Donc

u(z) >a VYzxe [0,1].

Les cas ®(a) = —oo et ®(b) = +oo se traitent de la méme fagon. [

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.1. La démonstration de ce théo-
reme comporte plusieurs étapes: on approche ® par une suite de fonctions
®. continues et bornées dans IR et on montre qu’il existe une solution
u. des probléemes correspondants; on démontre que u. est borné dans
H}(0,1), puis que ®.(u.) est borné dans L?(0,1) (ceci est un des points
clé de la démonstration); finalement on passe a limite, quand ¢ tend vers
zéro, dans le probleme approché et on obtient (3.6). L’inégalité (3.7)
découle du fait que l'on a choisit une approximation ®, de ® qui vérifie,
par exemple dans le cas ot ®(to) est fini, |®.(¢)|< ®(to) + = pour chaque
n € IN et pour ¢ et |t — to| suffisamment petits: il suffit alors d’utiliser le
lemme 2.1 pour passer a limite dans cette inégalité.

PREMIERE ETAPE (approximation). On remarque que pour chaque
€ > 0 fixé, le probleme

(3.15) —%(a(m)iﬁ;&) - %(‘I’e(ue)) = —% dans H~(0,1)

u. € Hy(0,1)
admet au moins une solution, quand ®. est une fonction continue et

bornée de IR dans IR (utiliser par exemple le théoreme de point fixe de
Schauder).
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On choisit désormais, comme fonction @, la régularisée de la fonction
® définie par
D.(t) = (T2 (®) % p.)(1

ol p. est une suite régularisante, qui vérifie donc
p. € DIR), p->0, supp(p:) C B(0,e) et / pe(s)ds =1
R
et ou la fonction T% est définie par

t si |t] <

™,
M| = M| =

1
—sign(t) si |t >
£

DEUXIEME ETAPE (estimation HJ(0,1)). En prenant u. comme fonc-
tion test dans (3.15), on obtient

1 du, |2 1 du L du
- o (u) e = :
| e@|ZE[+ [ )G = [

0o dx dz
Si on défini la fonction

Gréace a la coercivité, on a donc

b du,
a/o ‘dw

2
< ||9HL2(0,1)Hua||H5(0,1) Ve>0.
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La suite u. est donc bornée dans H;(0,1) et il existe une fonction
u € Hy(0,1) et une sous suite, encore notée ¢, telle que

(3.16) wu. — u dans H;(0,1) faible et u. — u dans C°([0, 1]) fort .

TROISIEME ETAPE (démonstration de (3.8)). On sait que si S est
une fonction lipschitzienne, C' par morceaux, et telle que S(0) = 0,
alors S(v) € H}(0,1) pour chaque v € H}(0,1) (voir par exemple [3],
lemme 2.1). En prenant donc S(u.) comme fonction test dans (3.15) on
obtient

(3.17) /a(:v)’cilu’S S’ (u.) da:—i—/(I) (ue) dus /galuE S'(u
0
Si on pose
N t
0:(0) = [ ®.(5)5'(s)ds
0
alors

/01@8(“)62% / = = 0.

D’autre part, en utilisant le théoreme de la convergence dominée pour la
suite S’(u.) et la convergence faible de 2= dans L*(0,1), on a

Lodu L du
i —= 5" (u.)d :/ —
51130/0 9 dxs(u) v 0 gdl‘

donc
lim 1a(gc) ‘c;ug S'(u.)dx = lim / g dua S (ue)dx =
(3.18) 0o o e
= % S'( )dx .
Or ! du
/0 a(zx) d; ‘ S'(ue)dz >0

car, S étant croissante par hypothese, a(x)S’(u.(x)) > 0 p.p. dans (0, 1);
donc

/1a(x) du, |2 alu6
0 dzx

S(uydz =2 [ U )do— [ a(@)| 2 S ()
(u)de =2 [ () TETS (w)de = [ a(e)| [ S (w)da
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et en utilisant le théoreme de la convergence dominée respectivement pour
les suites a(x)S" (u.)2% et S'(u.), on obtient

! du
3.19 li d
(3.19) im [ a(2)|

e—0 Jo

2 1 du 12
S'(u.)dx > / a(x) —‘ S'(u) dx
0 dzx
et donc, d’apres (3.18), on a l'inégalité d’énergie (3.8):
! du 2 1 d’LL ’
- < - ]
/0 a(x) dx’ S (u) dz _/0 g(ac)de (u) dz

pour chaque fonction S croissante, lipschitzienne, C' par morceaux, telle
que S(0) = 0.

QUATRIEME ETAPE. On va montrer que la suite ®.(u.) est bornée
dans L?(0,1). C’est une étape essentielle de la démonstration et la seule
ou l'on utilise I'hypotheése que ® est bornée sur [—v, +7].

On remarque que le probleme (3.15) peut s’écrire:

du,

(3.20) a(x)d—:E

+ (I)E(ue) =g+ec
ou ¢, est une constante réelle. Puisque u, converge uniformément vers u
dans [0, 1] et puisque u(0) = 0, on peut trouver un intervalle (0,d7) et un
e, tels que

|ue(z)] <

o2

Ve el0,07] et Ve<e,.
Or par définition de &,

S

D.(u.(e) = [ To(®uala) —0)p.(t) dt:

—€

et donc, puisque pour chaque ¢ < inf(e,, 2), x € [0,07] et t € [—¢, +¢],

on a

Y
fuc(@) = t| < Ju@)] + lt] < (5 +¢) <7,

alors

@ (ua()| < sup [To(P(s))], Veﬁinf(a,,%) et Vael0,8].

s€[=v7]
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Si maintenant on prend e suffisamment petit, plus précisément tel
que 1 > sup,._..i|®(s)|, alors on a, par définition de la fonction T4,
e s€[—7,7] ’ c

Supse[f'y;y] |T% (q)(s))’ = Supse[f'y,'y] |(I)(S)| et dODC

[ (ua(a))| < sup [B(s)], Ve <int (2. ( sup (s)) )

SE[=7,7] SE[—7,7]

et Vzel0,4].

On a donc démontré que la suite ®.(u.) est bornée sur 'intervalle
[0,67]. Gréace a (3.16) on déduit de (3.20) que la suite des constantes
c. est bornée dans L*(0,6") et donc dans IR, ce qui implique, encore
par (3.16) et (3.20), que ®_(u.) est bornée dans L?(0,1).

Il existe alors une fonction ¢ dans L?(0, 1) et une nouvelle sous suite,
encore notée g, telle que

(3.21) ®_(u.) — 1 dans L*(0,1) faible.

CINQUIEME ETAPE. En utilisant (3.16) et (3.21) on peut maintenant
passer a limite dans (3.15), quand € qui tend vers zéro, et on obtient (3.6).

SISIEME ETAPE (démonstration de (3.7)). On considere le représen-
tant de la fonction v, défini par ses points de Lebesgue: il existe un
ensemble Z C (0,1), de mesure nulle, tel que 1 (zy) est la limite des
moyennes 5~ foojlf (z)dx en chaque point z, € ((0,1) — Z).

Soit 79 € ((0,1) — Z). On va démontrer que 9 (zo) < ®(u(xq)). Pour

cela on va d’abord montrer que
- 1
Vn e NIl et 38° tel que P (u.(x)) < P(u(wg)) + —
(3.22) n
Ve<el et Vo€ lrg— B2 xo+ B

avec €2 et B° qui dépendent de n et de u(xg); ensuite on passera a la
limite dans (3.22).

On utilise a cet effet le lemme 2.1, dans lequel on prend comme suite
u, la suite u. (qui converge uniformément vers u dans [0, 1]), comme
suite @, la suite ®,., comme suite ¥, la suite ¢, = . ou, et enfin comme
fonction @ la fonction . Comme @, est continue, on a ici ®,(t) =
D, (t) = ®.(t). La suite ). = ®, o u, vérifie alors 'hypothese (2.3) car

Po(x) = (P ou.)(z) = Do (uc()) VYV el0,1].
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Il reste donc & montrer que la suite ®. vérifie ’hypothese (2.2), c’est a
dire que
limsup @, (¢) < ®(t) VteR.

e—0

Il est évident que si t, € IR est un point tel que ®(ty) = +o0, alors

lim sup . (o) < ®(ty) = +00.

e—0

Sity € R est tel que |®(ty)] < +00, alors ® est bornée supérieurement
au voisinage de t; et il existe un €, tel que, par définition de ®., on a

O () < sup T1(P(t)) = sup P(t) Ve<egg

[t—tgl<e © [t—to|<e

et en passant a la limite quand e tend vers zéro, on obtient, d’apres la
définition de la limite supérieure

limsup @, (o) < D(to).

e—0

Enfin si ®(t,) = —oo on sait par la définition de la limite supérieure
que 'on a

VnelN 34, telque Vs€lty—0d,,to+9,] ona &(s)<—n.

Alors pour chaque € < min(%,4,) on a

@8(t0):/_EET%(Q(tO—t))pE(t) dt < sup Ti(B(s)) < —n;

[s—to|<dn

donc
limsup ®.(¢y) < —n Vn

e—0
c’est a dire
limsup @, (o) < ®(to) = —cc.
e—0
Donc les fonctions ®.ou,, ®, et ® vérifient les hypotheses du lemme 2.1,
ce qui permet de conclure que l'on a (3.22).
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Maintenant en passant a la limite faible dans L?(zq — 82, z¢ + 3°),
dans (3.22), on obtient, quand ¢ tend vers zéro,

P(z) < P(u(xg)) + % p.p. dans (2o — 82,20 + B°) Vne€IN.

- +R .
En considérant la moyenne 55 [1"W(x)dz autour du point zo, pour

R < 3%, et en faisant tendre R vers zéro, on a

P(zo) < P(ul(xo)) + % , VnelN
c’est a dire
(3.23) (x0) < ®(u(xo)) -

On démontre de fagon analogue que ¥ (z) > ®(u(z)) p.p. = € (0,1),
ce qui acheve la démonstration du théoreme 3.1. 0

THEOREME 3.2. Si l’ensemble des points de discontinuité de ® est
négligeable et si u est une solution de (3.5)-(3.7), on a

! du
b dr =
/0 b8 (wdr =0
VS : IR — IR, lipschitzienne , C' par morceaux,
telle que S(0) =0.

(3.24)

DEMONSTRATION. Soit N D’ensemble des points de discontinuité de
D, i.e.
N={teR|2(t)# ()}

On pose
E ={ze[0,1] |u(x) € N} =u"'(N).

On remarque que, d’apres le théoreme 3.1,

®(u) =1 p.p. dans (0,1)—F.
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D’autre part comme on a supposé N de mesure nulle, on a d’apres [6],
théoreme 4.2,

d
(3.25) ﬁ =0 p.p. dans E.
On a donc
L du du du
3.26 / —S'udac:/ —S’udac:/ ®(u)—95"(u)dx,
20 [tstoie=[ oS [  ewitsw

car ®(u(z)) = ®(u(z)) pour tout z € (0,1) — E. De plus, puisque ¢ €

O(u) € L*((0,1) — B),

donc la suite des troncatures Tj(®(u)) converge vers P(u) dans
L?((0,1) — E) fort; alors

du du
3.27 / ®d(u) — S'(u)dx = lim T (®(uw)) — S'(u)dz .
o) [ e Swyde=tm [ @) 3w
Mais comme Z—; =0 p.p. dans FE, on a

(3.28) /(0 | T() ;l—;‘ S'(u) dz = /01 T (®(u) Z—;‘ S'(w) dz.

D’autre part si on définit la fonction @, par

du(t) = t T (®(s)) S'(s) ds

0

cette fonction @5 : R — IR est lipschitzienne et telle que (fk(O) =0, et
donc on a (voir [6], théoreme 4.2)

(3.29) J "

— &, (u) = Tp(®(u)S"(u)— p.p. dans (0,1)

{ ®y(u) € HL(0,1)
dx

dx
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d
avec la convention que T (®(u))S’ (u)d—u désigne la fonction qui vaut
x

{ Tk(cb(u))g(u)% si ¢ F
0 si rekl,

on notera que dans le premier cas T, (®(u))S’(u) est bien définie, car ®
est continue au point u(x); dans le deuxiéme cas la notation est logique
puisque —Z =0 p.p. dans E, d’apres (3.25).

Comme &, (u) € H}(0,1), on a

/-@k Yz =0 Yk

et de cette égalité et de (3.28) et (3.29) on déduit que

/ T@w) X $'wyde =0 Wk e N;
(0,1)—E dx

alors d’apres (3.27) on a

du
)] — 9 dr =0
/mE () 5 S (u) do

et ceci avec (3.26) entraine
/ b8 (w)de = 0. 0

REMARQUE 3.5. Si ’ensemble N des points de discontinuité de ® est
dénombrable, alors la démonstration du théoréeme 3.2 est plus simple, car
il suffit d’utiliser le fait que

du

e 0 presque partout sur {z | u(x) = c}
x

a la place du théoréme 4.2 de [6].
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COROLLAIRE 3.1. Si l’ensemble des points de discontinuité de ® est
négligeable et si u est une solution de (3.5)-(3.7), on a l’égalité d’énergie

/ ‘ u)dxr = /1 g(az)%S/(u)dx

VS : IR — R, lipschitzienne, C'par morceaux,
telle que S(0) =

(3.30)

DEMONSTRATION. Si on prend S(u) comme fonction test dans (3.6),
ce qui est possible car S(u) € H}(0,1), on a

! du2 , Vodu, Yodu
/0 ()| 5] S(u)daz—i—/o S e = [ 978 w)do.

Mais d’apres le théoreme 3.2

Vodu
/O@bde(u)dx—O.

Donc u vérifie I’égalité (3.30). 0

REMARQUE 3.6. Remarquons que si u est une solution de (3.6), alors
I’égalité

(3.31) / Y — S' =0
est équivalent & I’égalité d’énergie
! 1 du
/ ‘ S (u dx—/ g(x )dng (u)dx

VS : IR — IR, lipschitzienne, C'par morceaux,
telle que S(0) =0.

(3.32)

En effet: si u € H}(0,1) vérifie (3.32) et elle est solution de (3.6), en
prenant S(u) comme fonction test on a

/w—S’ =0;
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réciproquement si u € H;(0,1) est solution de (3.6) et si on a (3.31) alors
u vérifie I’égalité d’énergie (3.32).

COROLLAIRE 3.2. Si Uensemble des points de discontinuité de ®
est négligeable, la suite u. définie par (3.15) vérifie, outre la convergence

faible (3.16),
(3.33) u. — u dans H,(0,1) fort.

DEMONSTRATION. Pour démontrer (3.33) il suffit de montrer que

du. du 5
— 1) f
e dans L*(0,1) fort,

ou encore, grace a la coercivité, que

(3.24)

1

(3.35) lim [ a(z)

e—0 Jo dx

du,

2 1 du 12
= [ a(z)|—| .
| @)%
En utilisant u. comme fonction test dans (3.15) et en passant a la
limite, on obtient

y L () du, |2 L du
im [ a(z = —
e—0 Jo dx 0 9 dx
car fol P, (u.)%= = 0, (voir la deuxiéme étape de la démonstration du

théoreme 3.1). Il suffit donc de montrer que
L odu ! du |2
(3.36) 90 —/0 a(x) %’ .

Or si on prend u comme fonction test dans (3.6) on a, d’apres le théore-
me 3.2,

! du |2 U du Lodu
(3.37) Aqm%j+ﬁ¢%_og@.
Mais si on prend S(u) = u dans (3.24), on a
U du
(3.38) /O o =0.

On a ainsi démontré (3.35) et donc (3.33). 0
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4 — Contre exemple

Dans ce paragraphe on donne un contre exemple a ’existence d’une
solution de (1.1).

THEOREME 4.1. Considérons la fonction

1 pourt >0
O(t)=¢ —1 pourt<O0
0 pourt =10

avec 0 € (0, %) fizé (qui est bornée et constante par morceauzx sur IR, mais
qui n’est continue ni a gauche ni a droite en zéro). Si on choisit comme
fonction g la fonction définie par

1 1

avec 0 < A < (1 — 20) fizé, le probléme

u € H(% (07 1)
(4.1) d

—%(du—i-fb(u)):—@ dans H~'(0,1)

dx dx

n’a pas de solution.

DEMONSTRATION. On remarque d’abord que u € Hi(0,1) est solution
de (4.1) si et seulement s’il existe un ¢ € IR tel que

du
(4.2) e —®(u) +g+c dans L*(0,1).
x
La démonstration consiste alors a montrer, par ’examen des différents
cas possibles, qu’il n’y a pas de solution de (4.2). Elle repose sur des
calculs faciles, mais il est nécessaire d’examiner un grand nombre de cas
et de sous cas.
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On remarque ensuite que s'il existe un point zi € (0, %) tel que

u(zf) > 0, alors u(z) > 0 dans un petit intervalle autour de i, in-
clus dans (0, ), et dans cet intervalle on aura

d
(4.3) Eg:—1+1+c:a

c’est a dire que 'on a
+_1 + du + st ot st
(44) O0<zf < g,u(ml) >0 = il dans (z] — 0] ,z] +07).

De méme 8’1l existe un point z; € (0, §) tel que u(z7 ) < 0, alors on a

-1 _
0 <z <§,u(x1)<0:>

d
£:1+1+c:c+2dans (xy — 07,27 +07).

(4.5)

Et de la méme facon on a

1 2
(4.6) 3<% <gpulE)>0=
: d
£:_1_1+c:c—2dan5 (3 — 05,25 +65),
et
1 _ 2 _
§<l’2 <§,u(1‘2)<0:>
(4.7) du _ . -~ -
d7:1_1+c:cdans (x5 — 05,25 +965).
T

Enfin, pour le dernier intervalle, on a

2
§<x§r<1,u(x§r)>O:>
(4.8)
du

%:—1+)\—|—cdans (3 — 65,25 +65),
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et
2 _ _
§<5L'3 <1,u(x3)<0:>
(4.9) du
@:+1+)\+cdans (x5 — 05,25 + 05 ).

Soit donc w une solution de (4.2). On a l’alternative: ou bien il exi-
ste un point z; € (0,3) tel que u(zy) < 0, ou bien il existe un point
zi € (0,1) tel que u(zf) > 0, ou bien v = 0 dans [0, 1]. Examinons

successivement ces trois cas.

CaAs 1. Supposons qu’il existe z; € (0, %) tel que u(z;)<0.
D’apres (4.5),
bk 9
e c+
dans un intervalle (x; — d; ,x; + d; ) inclus dans (0, %), c’est a dire
u(x) = (c+2)x+d
pour une certaine constante d, tant que 'on a u(z) < 0 et x € (0, %)
Puisque u(0) = 0, ceci implique, en considérant I'intervalle maximal ou
u(z) <0, que
c+2<0.

Mais d’une part il est impossible d’avoir, dans un intervalle de (0, %),

3
u = 0, car sinon on aurait, d’apres (4.2)
0=—-0+1+c,

qui est impossible car 6 € (0, 3) et ¢ < —2; d’autre part s’il existait un
+ du

point a7 dans (0,z7), avec u(xzf) > 0, on aurait, d’apres (4.4), % =
¢ < —2 autour de ce point, ce qui, avec u(0) = 0, est impossible, en

considérant l'intervalle maximal ot u(z) > 0. On a donc en fait

1
u(z) = (c+2)x dans {0, 5} .
Alors u(3) < 0, et donc il existe un intervalle (3, £ + d) contenu dans
(%, %) ou u(z) < 0, ce qui implique, voir (4.7), que dans cet intervalle,

du

— =c< 2.
dz ¢
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La fonction u est donc décroissante sur (3, 2) et donc en particulier u(2) <
0. 11 existe alors un intervalle (2, 2+46) ol u(x) < 0, tel que, d’apres (4.9)

du 2 2
%:1—")\‘*—0 danS (g,g"‘é)

et, puisque A < let c< —2,0n a

d_u =1+X4+c¢c <0
dx
donc la fonction u décroit dans (%, 1) et il est impossible que u(1) = 0.
En conclusion on a montré qu’il est impossible pour une fonction u
qui est strictement négative en un point de (0, £) d’étre une solution du
probleme (4.2).

Cas 2. Supposons maintenant qu’il existe 27 € (0, 3) tel que u(z7) >
0. D’apres (4.4) on a
du
= C
dans un intervalle autour de z, c’est & dire
u(z) = cx +d
pour une certaine constante d, tant qu'on a u(z) > 0 et z € (0,%).
Puisque u(0) = 0, ceci implique, en considérant I'intervalle maximal ou
u(z) > 0, que
c>0.

Mais d’une part il est impossible d’avoir © = 0 dans un intervalle de
(0, %), car sinon on aurait
0= —-0+1+c

qui est impossible car 6 € (0, %) et ¢ > 0; et d’autre part s’il existait un

point z; € (0,27) tel que u(zy) < 0, on aurait, d’apres (4.5)

du
— = 2 >2
e c+

dans un intervalle autour de ce point, ce qui, avec u(0) = 0, est impossible,



[25] Solution d’une équation différentielle non etc. 289

en considérant U'intervalle maximal ot u(z) < 0. On a donc en fait

u(z) = cx dans {0, %} .

Alors u(3) > 0 et il existe un intervalle (3, 3 + 6) contenu dans (3, 2)
ou u(z) > 0, ce qui implique, voir (4.6), que dans cet intervalle,

— ==c—2.
dx ¢

Puisque u(3) = 1¢, on a donc

u(z) = (c—2)z + 2 dans (1

3 33+5)

On va examiner le comportement de la fonction v dans cet intervalle
selon les valeurs de c.

Cas 2.1. Sic¢> 1, alors u(z) = (¢ —2)x + 2 dans (3,2) et u(2) > 0;
par conséquent u sera positive sur un intervalle ( +4), ce qui implique,

(voir (4.8)), que

3’3

du

o =—-14+X+c dans (§,§+5>-

Mais comme A >0et ¢ > 1, on a

d
& e 14 A4e>0
dr

donc la fonction u croit dans (3,1) et il est impossible que u(1) = 0.

Cas 2.2. Sic =1, alors u(z) = (¢ —2)z + 2 dans (3, 2) et u(2) = 0.
Mais d’une part il est impossible d’avoir v = 0 dans un intervalle de

(2,1), car sinon on aurait
0= —-0+A+c

qui est impossible car § € (0,1), A > 0 et ¢ = 1; et d’autre part s'il
existait un point z3 € (2,1) tel que u(23) > 0, on aurait, d’aprés (4.8)
du

— = —-14A+c=X>0
dx
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dans un intervalle autour de ce point, ce qui, avec u(1) = 0, est impossible,
en considérant I'intervalle maximal oit u(z) > 0; enfin s’il existait un point
x3 € (2,1) tel que u(zz) < 0, on aurait, d’apres (4.9),

du

—=14+A+c=2A+2>2

dx
car A > 0, ce qui, avec u(%) = 0 est impossible, en considérant ’'intervalle
maximal ol u(x) < 0.

Cas 2.3. Tl reste le cas 0 < ¢ < 1. Dans ce cas [(c—2)z + 2] > 0 dans
un intervalle (3, x9), ot x3 est défini par [(c — 2)z) + 2] = 0 et u(x)) = 0.
Mais d’une part il est impossible d’avoir v = 0 dans un intervalle de
(29, 2), car sinon on aurait

0=-0-1+c¢

qui est impossible car 6 € (0, %) et ¢ < 1; et d’autre part s’il existait un

point z3 € (29, 2,) tel que u(z3) > 0, on aurait, d’aprés (4.6)

du

—=c—2<-1

dz
dans un intervalle autour de ce point, ce qui, avec u(xJ) = 0, est impos-
sible, en considérant l'intervalle maximal ou u(x) > 0; enfin §'il existait
un point z; € (29, 2,) tel que u(x; ) < 0, on aurait, d’apres (4.7),

—=c>0
dx
ce qui, avec u(z9) = 0 est impossible, en considérant I'intervalle maximal
ou u(x) < 0.
En conclusion on a montré qu’il est impossible pour une fonction u

1) d’étre une solution du

qui est strictement positive en un point de (0, 3

probleme (4.2).
Cas 3. Siu =0 dans [0, 3], on a, d’aprés (4.2)
0=—-0+1+c.

Mais il est impossible d’avoir u(z) = 0 dans un intervalle [$, + + 4),

car autrement on aurait 0 = —0 — 1 + ¢, qui est impossible. Il existe donc
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un point 23 € (3, 2) tel que u(x3) > 0 ou un point z; € (3, 2) tel que
u(zy) < 0.

Cas 3.1. Supposons qu’il existe x5 € (5, 2) tel que u(z3) > 0, alors

on a d’apres (4.6),
du_ o _9_p_3<0
dx

%, %), ce qui, avec u(%) = 0, est impossible, en

considérant 'intervalle maximal ot u(x) > 0.

autour de ce point, dans (

1 2

Cas 3.2. S’il existe un point x5 € (g, 2

d’apres (4.7)

) tel que u(xzy) < 0, on a,

= 0—1<0
et donc u(x) = cx + d, pour une certaine constante d, dans un intervalle
autour de z;. Mais d’une part il est impossible d’avoir u(x) = 0 dans
un intervalle (3,

impossible, puisque 0 = —0+14-c; et d’autre part nous avons vu au cas 3.1

x5 ), car autrement on aurait 0 = —0 — 1 + ¢, qui est

qu’il est impossible qu’il existe un point x € (%, %) tel que u(x) > 0. C’est
donc que
1 11
u(x) = c(:z: - §> dans [g, 3 + 6]

et puisque ¢(z — 1) < 0 dans (3, 2), alors

1 12
u(z) = c(a: - §> dans (5’ §) .

Donc u(2) = £ < 0 et il existe un intervalle (2, 2+6) dans lequel u(z) < 0,
et donc, d’apres (4.9)

du
—=1+A+c=(A+6)>0
T +A+c=(A+0)

dans cet intervalle, c’est a dire

2 c 2 2
u(m):()\—i-@)(x—g)—i-g dans {g,g—ké].
Mais (A+0)(z—2)+ £ < 0 dans [3,1], car c = (f —1) et (A+20—1) < 0.
Donc 5
1

u(z) = (A +9)((E - g) +§ dans [

Wl N

et u(1) < 0, ce qui est impossible.
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En conclusion on a montré qu’il est impossible pour une fonction u qui
est nulle sur (0, 1) d’étre une solution de (4.2).
On a ainsi montré que le probléme (4.2) n’a pas de solutions. 0

5 — Stabilité de la solution

Dans ce paragraphe nous démontrons que les solutions du proble-
me (3.5)-(3.7) et (3.8) sont stables par rapport aux données: si la suite des
données g, converge dans L?(0, 1) faible vers une fonction g, alors la suite
Uy, des solutions des problémes (3.5)-(3.7) correspondants a la donnée g,,,
converge dans H; (0, 1) faible vers une solution u du probléme (3.5)-(3.7)
correspondant & la donnée g; si de plus la suite g, converge dans L?(0, 1)
fort vers g, alors la fonction u vérifie aussi I'inégalité (3.8); enfin si de plus
I’ensemble des points de discontinuité de @ est négligeable, alors la suite
u,, converge vers u dans Hy (0, 1) fort et u vérifie égalité d’énergie (3.30).

THEOREME 5.1.  Soit g, € L*(0,1) tel que
(5.1) gn — g dans L*(0,1) faible

et soit a € L>(0,1) qui vérifie (3.2). Soit ® : R — IR une fonction
borélienne qui est bornée au voisinage de 0, i.e. vérifie (3.4), et soit
®, : IR — IR une suite de fonctions boréliennes telles que

(5.2) ®(t) <liminf @, () < limsup ®,(t) < ®(t) VteIR.

n

Sous les hypothéses du théoréme 3.1, soient u, et 1, des solutions
de (1.1), correspondantes aux données g, et ®,, au sens suivant

(5.3) u, € Hy(0,1) et 1, € L*(0,1)
(5.4) - %(a(x)% + ) = —% dans H'(0,1)
(5.5) P, (un(@)) < Yu(2) < Pu(un(@)) pp.x€(0,1)

! dty, o vodu, |,
. —_— < -
(5.6) /O () |22 8 () do < /0 9o 2 ' (u,) d
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pour tout S : R — TR, lipschtitzienne, C' par morceauz, croissante et
telle que S(0) = 0.
Alors il existe une sous suite, encore notée n, il existe u et 1 tels que

(5.7) u€ Hy(0,1) et e L*0,1)
(5.8) u, —u dans Hy(0,1) faible

et u, —u dans C°([0,1]) fort
(5.9) V¥, =1 dans L*(0,1) faible

d du dg 1
(5.10) —%( a(z )daz+w) — dans H~'(0,1)
(5.11) D(u(x)) < ¥(z) < D(u(x)) p.p.z€(0,1)
1

(5.12) de\ o < o Hminf flga |2

DEMONSTRATION. On remarque que d’apres (5.6) et la coercivité (3.2)
la suite des u,, est bornée dans H}(0,1), car on a

1
(5.13) H < E”QnHL%O,l)

L2(0,1)

et la suite g, est bornée dans L?*(0,1). Donc il existe u € H}(0,1) et une
sous suite, encore notée n, telle que on ait (5.8); de plus on a l'estima-
tion (5.12) sur la norme de u car d’apres (5.13) on a

du, 1 o
H L2(0,1) — a lrllrggf ||gn||L2(0,1) .

< liminf
L2(0,1) n—»o00

%]

On va montrer que la suite 1, est bornée dans L?*(0,1). On procede
pour cela de la méme facon que dans la troisieme étape de la démon-
stration du théoreme 3.1. On remarque que si u, est une solution de
I'équation (5.4), alors il existe une constante ¢, telle que

du,,
(5.14) a(z )dijtd)n gn + Cn cn €R.
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Puisque u,, converge uniformément vers u dans [0,1] et puisque u(0) =0,
on peut trouver un intervalle (0,97) et un n, tels que

lu, ()] <7 Vze0,6"] et Vn>n,;
donc d’apres (5.5) on a
(5.15) [Yn(x)] <2m pp. 2€][0,07] et Vn>n,.

Puisque £ et g, sont bornés dans L?(0,1), et donc dans L*(0,467), (5.14)
implique que la suite des constantes c,, est bornée dans L?(0,47) et donc
dans IR; alors par différence dans (5.14) on voit que v, est borné dans
L?(0,1). Tl existe donc 1) dans L?*(0,1) et une sous suite, encore notée n,
telle que on ait (5.9).

Maintenant, en utilisant la convergence faible dans H( (0, 1) de la suite
u,, et la convergence faible dans L?(0, 1) de v, il est facile de passer a la
limite dans (5.4) et d’obtenir (5.10).

Démontrons (5.11). Comme dans la sisieme étape de la démonstration
du théoreme 3.1, on considere le représentant de la fonction ¢ défini par
ses points de Lebesgue. Soit xy un de ces points. D’apres le lemme 2.1,
en prenant ® = ® et & = @, on sait que pour tout z, € (0,1)

Vk>03N) et 357 tels que
(5.16) Vn > NP et p.p. z € (zo — B, 0 + f)

B(u(r) ~ 7 < wnlr) < Blulw) + 1

En passant a la limite faible dans L?(x¢ — 37, x¢ + 37), on a

p-p. € (zog — B, 20 + B7) -

Comme z, est un point de Lebesgue de v, on obtient, en prenant la

moyenne
1 zo+R

SR o Y(x)dz

avec R < f3) et en faisant tendre R vers zéro

(5.17) D(ulz)) — 1 < wlwo) < Buag)) + . Yk >0,
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ce qui implique
(5.18) D(u(xo)) < (o) < @(u(w0))
c’est a dire (5.11). 0

THEOREME 5.2.  On se place sous les hypothése du théoréme 5.1 et
on suppose de plus que

(5.19) gn —> g dans L*(0,1) fort.

Alors, outre les résultats du théoréme 5.1, la fonction u vérifie

(5.20) / ‘ ’ ' (u dac</ g—s’( ) de

pour toute fonction S : R — IR, lipschitzienne, C* par morceaux, crois-
sante et telle que S(0) = 0.

DEMONSTRATION
Les fonctions u,, vérifient par hypothese I'inégalité d’énergie:

2, booduy |,
S'(ua) < [ a8 (wa)
0

pour toute fonction S : IR — IR, lipschitzienne, C' par morceaux, crois-
sante et telle que S(0) = 0; on va passer a la limite dans (5.21).

(5.21) /01 o(z) "ZZ‘

D’une part puisque g,, converge vers g dans L?(0,1) fort, on a, pour le
deuxiéme membre de (5.21),

5 L du, L du
im n =
n—oo J, 9 dx 0 dzx

d’autre part en reprenant la démonstration de la troisieme étape du
théoreme 3.1, on a, pour le premier membre de (5.21),

1 du,, 2

i
ngnoo 0 a(a:)‘ dx

S (un) > /01 a(x) Z—zr S’ (u)

donc (5.20) est démontré. 0
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THEOREME 5.3.  On se place sous les hypothése du théoréme 5.2 et
on suppose de plus que l’ensemble N des points de discontinuité de @ est
négligeable. Alors, outre les résultats du théoréme 5.1, on a

/Ola(x) %]25’(@@: 0™ o) da

dw
(5.22) , o .
VS : IR — IR, lipschitzienne , C* par morceauz ,
telle que S(0) =
et
(5.23) u, — u dans H}(0,1) fort.

DEMONSTRATION. D’apres le corollaire 3.1 appliqué & (5.7), (5.10) et
(5.11), on a (5.22).
De méme pour la suite u,, on a (voir corollaire 3.1)

/01 o(x) dun / g, e dun )

VS : IR — IR, lipschitzienne, C! par morceaux,
telle que  S(0) =0.

(5.24)

Donc, en prenant S(t) =t dans (5.24) et en utilisant la convergence forte
dans L?(0,1) de g, et la convergence faible dans HJ(0,1) de u, on a

lim la(az) duy, 2 '
i - —.
dzx 0 g dzx

n—oQ0 0

Mais d’apres (5.22), avec S(t) =t, on a
1 @ B /1 a(LE) d_u 2
0 gd.%' B 0 dzx

! du,, |2 ! du 2
lim a(z) | == = / a(xz)|—
L al@) | o) |
ce qui grace a la coercivité de a implique la convergence forte de la suite
Uy, c’est a dire (5.23). 0

)

donc

)




[33]

Solution d’une équation différentielle non etc.

297

6 — Homogénéisation

Dans ce paragraphe on démontre que si on considere a la place du coef-

ficient qui apparait dans I’équation (1.1), une suite de coefficients bornés

a,, telle que a, ' converge dans L>°(0, 1) faible-étoile vers la fonction a_},

alors il existe une sous suite des solutions de (3.5)-(3.8) correspondante a
a,, qui converge dans H} (0, 1) faible vers une solution du probleéme (3.5)-
(3.8) correspondant & a_'.

THEOREME 6.1.

On se place sous les hypothéses (3.1), (3.3) et (3.4)

du théoréme 3.1 et on considére une suite a,, d’éléments de L*>(0,1) telle

que

(6.1)

(6.2)

a<a,(r)<Bpp xe(0,1)
(o et B donnés avec 0 < a < ff < +00)
1 1

— — —  dans L>(0,1) faible-étoile.
Qn Qoo

Soit (un,V,) une solution de (3.5)-(3.8) relative au coefficient a,,, c’est a
dire telle que

(6.3)

et

(6.4)

(6.5)

(6.6)

u, € Hy(0,1) et 1, € L*(0,1)

d du,, d

g -1
-2 il =% dans H1(0,1
dx(an(:c) . + ) I ans (0,1)

B(u,(2)) < bul@) < B(un(@)) pp.x € (0,1)

2 1 du ’
S (uyp)dz < / g(x) =S (u,)dx
0 dx

1 du,,
/0 an(«T) E

pour tout S : IR — IR lipschitzienne, C' par morceauz, croissante, telle
que S(0) = 0.
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Alors il existe une sous suite, encore notée par n, et il existe u et 1

tels que
(6.7) u € Hy(0,1) et € L*0,1)
(6.8) u, —u dans Hy(0,1) faible
(6.9) i UV, — 1 ¥ dans L*(0,1) faible
d du _dg _
(6.10) - %(aw% + ) = - dans H='(0,1)
(6.11) B(u(z)) < P(z) < B(u(x) pp.x e (0,1)
! d bd
(6.12) /O ane () | ' () de g/o g 8 () da

pour toute S : IR — IR lipschitzienne, C' par morceaus, croissante, telle
que S(0) = 0.

REMARQUE 6.1. Rappelons que si on a les hypotheses (6.1) et (6.2)
alors pour tout h € H~'(0,1), les solutions v,, de

d dv,,
U, € HS(O, 1), - ( n ”

L a ) = (0.1
7 \d da:) h dans D'(0,1)

vérifient
v, —v dans H,(0,1) faible

ou v est la solution de
d ( dv

T\ d

v e Hy0,1), ) = h dans D'(0,1).
Dans le cadre unidimensionel de cet article ce résultat est facile a obte-
nir: c’est un cas particulier de la théorie de ’homogénéisation (cf. par
exemple [2] ou [12]).

REMARQUE 6.2. On verra dans la démonstration du théoreme 6.1 que
1, est bornée dans L*(0,1); on pourrait donc extraire une nouvelle sous
suite telle que 'on ait

(6.13) ¥, — 1 dans L?(0,1) faible.
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Comme la suite i ¥, est bornée dans L?(0,1) (puisque v, est bornée
dans cet espace) on peut toujours extraire une sous suite telle que

1
— 1, =71 dans L*(0,1) faible.
an

On définissant ¢ par 7 = é@b on a alors (6.9). Il n’est pas évident que
l'on ait 1 = 1), (voir remarque 6.4).
REMARQUE 6.3. Comme on le verra dans la démonstration, le résultat

du théoreme 6.1 reste vrai si on considere une suite de fonctions g, telle
que

(6.14) gn — g dans L?(0,1) fort
et une suite de fonctions ®, : R — IR boréliennes telles que

(6.15) D(t) <liminf @, (¢) < limsup®,(t) < ®(t) VteR.

n

DEMONSTRATION DU THEOREME 6.1. La suite w, est bornée dans
H;(0,1) car, d’apres (6.6) avec S(t) =t et la coercivité (6.1), on a

1

£2(0,1) < a”gHLz(O,l);

(6.16)

1%
dx

il existe donc une sous suite, encore notée par n, et une fonction u €
H;(0,1) telles que

u, —u dans H}(0,1) faible et w, — u dans C°([0,1]) fort.

D’autre part, (6.4) est équivalent & l’existence d’une constante ¢, € IR
telle que

du
1 n — n — n .
(6.17) an(@) = 40 = gt

Puisque la fonction ® est bornée sur l'intervalle [—+, ] et puisque la suite
an(x) %n est bornée dans L2(0,1), on montre comme dans la démonstra-
tion du théoreme 5.1, que la suite des constantes ¢, est bornée dans IR.
Il existe donc une sous suite, encore notée par n, telle que

¢, — ¢ dans IR,

ce qui implique, d’apres (6.17), que v, est bornée dans L?(0,1).
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Puisque +o0 > = > L > % > 0, (6.17) est équivalent a
du,, 1 1 1
6.18 Hin 2, = :
(6.18) dr  a,(x) ¥ a,(x) g+ an,(x) ¢

et chaque terme de (6.18) est borné dans L*(0,1). Il existe donc une sous
suite, encore notée par n, et il existe une fonction 7 de L?*(0,1), qu’on
peut écrire sous la forme 7 = é ¥, ot ¢ € L*(0,1), telle que

1 1
(6.19) - Y, = 17=—1 dans L*(0,1) faible.
On passe facilement a la limite dans (6.18) quand n tend vers U'infini, et
on obtient
du 1 1 1

6.20 — =
(6.20) dr  as(x) v oo () 9+ oo () “
c’est a dire

du
6.21 Ly =
(6.21) ae@) M gy = gt

qui est équivalent & (6.10).

On notera que si g est remplacé par une suite g, qui converge dans
L?(0,1) fort vers g, cette partie du raisonnement reste identique puisque
dans ces conditions

1 1
— g, — — g dans L*(0,1) faible.
a

a’ﬂ o0

Si on applique le lemme 2.1 aux suites u, et v,, avec ®, = &, o =
® et & = & (ce raisonnement reste valable si on a une suite ®, qui
vérifie (6.15)), on voit que pour tout point x4 € (0,1) fixé et pour chaque
k > 0, il existe Ny et 87 tels que

D(u(x0)) — % < () < B(u(zo)) + %

Vn>N? et p.p.x€(xo— B, z0+06Y),
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ce qui, puisque +00 > 8 > a, > « > 0, est equivalent a

5 (P — 1) < s @)
(6.22) < antx) (B () + %)

Vn>N; et pp.ze(xo— By 20+ 0p).

En passant a la limite faible dans (6.22) grace a (6.2) et (6.19), on obtient

e (Butw) 1) € () < o (Bula)) + 1)

oo () oo () oo ()

p.p-x € (xo— LY, 20 + BY).

Si xy est un point de Lebesgue pour la fonction é 1 et pour la fonc-

. 1 . 1 ro+R 1
tion --, on obtient, en prenant les moyennes 5 e Y(x)dr et
1 rzotR_ 1

— 0 : ,
57 Jao—R am (@) dz, avec R < (3}, et en faisant tendre R vers zéro,

T (@) — 1) < 7 ) <

Ao (T0) k oo (T0)
(6.24) )
S (Blumo)) +7) Yk >0,
ce qui implique
1 1 1 =
625) s @) < s @) € o Buw)

et donc, puisque a, est strictement positif dans (0, 1),
(6.26) P(u(x0)) < P(20) < P(u(0)) PP w0 € (0,1)

ce qui démontre (6.11).

Pour démontrer I'inégalité d’énergie (6.12) il suffit de passer a la limite
dans le membre de droite de (6.6), (ce qui est facile et possible si g est
remplacé par une suite g,), et d’utiliser dans le membre de gauche la
semicontinuité classique en homogénéisation; pour une démonstration,
voir la démonstration du théoreme 6.2 ci dessous.

Le théoréme 6.1 est ainsi démontré. O
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THEOREME 6.2. Sous les hypothéses du théoréme 6.1, si de plus on
a égalité d’énergie pour le probleme limite, i.e. si

! du |2 ! du
(6.27) /o a(x) ‘% dx = /o g(x) Iz dx alors
du du
2 — — L*(0,1
(6.28) U= = oo dans L*(0,1) fort

(6.29) ¥, — 1 dans L*(0,1) fort.

Remarquons que dans 1’énoncé du théoreme 6.2 on a seulement sup-
posé I'égalité d’énergie (6.27) pour la fonction u et seulement l'inégalité
d’énergie (6.6) pour la suite w,.

DEMONSTRATION. Pour démontrer (6.28) il suffit d’écrire

|
| e

0 Qn

1

0

du,
" dx
du,
dr

du |2
—am%‘ de':
2 L1 du |2 1 du,, d
dw+/ —am—u‘ dm—Q/ 4 udx;
0 Aan dx 0

Yz dx
il est facile de passer a la limite dans les deux derniers termes grace a (6.2)
et (6.8); la convergence du premier terme du deuxieme membre découle
de (6.27). Cela implique (6.28).
Alors comme ¢, = g+ ¢, —a,(z) L2 (voir (6.17)), la suite 1, converge
dans L?(0,1) fort, i.e.

(6.30)

QAn

(6.31) ¥, — ¢ dans L*(0,1) fort,

donc ) .
;wn - af@ dans L?(0, 1) faible.

o

Mais comme par définition de 1 (cf. (6.19)) on a
1 1 5 ]
—), = —1p dans L?*(0,1) faible.
a, Qoo

on a en fait ¢ = 1. O
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REMARQUE 6.4. Placons nous sous les hypotheses du théoreme 6.1,
et définissons 1 et 1 par (6.19) et (6.13). Il n’est alors pas clair qu’on ait

(6.32) b=1.
En effet d’apres (6.17) on a

du,

an Tr +, =g+c, dans L*(0,1)

et donc d’apres la démonstration du théoreme 6.1

an, % + Yy = G Z—Z +1 dans L*(0,1) fort,

d’ou 'on déduit que
du, du — 5 .

U~ = = oo +1¢ —1 dans L*(0, 1) faible.

On aura donc B
=1
si et seulement si
du,, du 9 .

(6.33) p — = = oo o dans L*(0, 1) faible.

Ce sera le cas si on a 1’égalité d’énergie pour le probleme limite (voir le
théoreme 6.2).
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